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СФЕРА, ОРИСФЕРА, ЕКВІДИСТАНТНА ПОВЕРХНЯ  

ТА ГЕОМЕТРІЯ НА НИХ 
Харківський національний педагогічний університет імені Г. С. Сковороди 

 

Анотація: У науково-дослідній роботі були розглянуті зміст таких 

понять як «сфера», «орисфера», «еквідистантна поверхня». У тезах 

освітлюються основні теореми орисфер, основні властивості еквідистант 

та їх доведення, теореми евідистаної поверхні. 

Ключові слова: сфера, орисфера, еквідистанта, еквідистантна поверхня. 

 

Що в собі носить поняття «сфера»? Воно зародилося в Греції - «σφαῖρα» - 

буквально «м'яч» або «куля». В школі на уроках геометрії ми вивчали це 

поняття. Сфера являє собою поверхню обертання і утворюється тоді, коли 

півколо обертається навколо свого діаметра. Також вона є поверхнею кулі. 

Сфера складається з усіх точок простору, які віддалені від центра кулі (сфери) 

на задану відстань (r сфери). 

Основні формули: 

S(сфери)=4ПR² , де R - радіус кулі; 

V(кулі)= 4ПR³/3, де R радіус кулі. 

Орисфера – це поверхня в просторі Лобачевського, утворена обертанням 

орициклу навколо однієї з його осей. Вона ортогональна до прямих, 

паралельних у певному напрямі.  

Орисфера є межою, що проходить через фіксовану точку і центр, що 

прагне до нескінченності вздовж фіксованого променя. Її можна розглядати як 

сферу, з нескінченно віддаленим центром. 

В евклідовому просторі орисферами є евклідові площини. Відповідно, в 
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евклідовій площині орициклом буде пряма. Отже, поняття орисфери в такому 

сенсі узагальнює поняття площини. 

Теорема 1. Траєкторією зв'язків паралельних прямих є орисфера. Назад: 

будь-яка орисфера, задана променем AA1, є траєкторією зв'язків паралельних 

прямих, яка задана прямою AA1. 

Теорема 2. Будь-яка пряма перетинається з орисферою не більше ніж у 

двох точках, причому пряма перетинається з орисферою у двох точках тоді і 

тільки тоді, коли вона проходить через деяку внутрішнюочку щодо орисфери та 

не збігається з віссю. 

Теорема 3. Якщо центральна точка A0 площини σ, яка не є діаметральною 

щодо зв'язування осей даної орисфери, є внутрішньою точкою щодо орисфери, 

то площина σ перетинає орисферу по колу із центром A0; Якщо A0 – зовнішня 

точка щодо орисфери, то площина і орисфера не мають спільних точок. 

Теорема 4. Площина є дотичною до орисфери і тоді, коли вона збігається 

з діаметральною площиною та її центральна точка щодо зв'язування осей 

орисфери належить орисфері. 

Еквідистанта - геометричне місце точок площини, розміщених по один 

бік від прямої а на однакових відстанях від неї. Позначимо її через е.Її точок від 

бази а – висота еквiдистанти. Кожну пряму на площині. Параметрами 

еквiдистанти, що її повністю визначають, є пряма а – база еквiдистанти і 

відстань h. 

Можна розглядати як еквидистанту нульової висоти (h = 0). На евклідовій 

площині еквiдистантою даної висоти h e пряма, паралельна даній прямій а і 

віддалена від неї на һ. Твердження, що точки прямоï а, паралельної прямій а, 

рівновіддалені від прямої а, еквівалентне V постулату Евкліда.  

На площині Лобачевського не існує двох прямих, відстань між точками 

яких була б сталою величиною. Тому еквiдистанта на пло щині Лобачевського 

– це опукла крива лiнiя, що випливае з розгля нутих далі її властивостей. До 

однієї прямої а – бази можна побудувати безліч еквидистант, змінюючи 

значення висоти h. 

Основні властивостi еквiдистант: 

 

4. Еквiдистанта може рухатись сама по собі не деформуючись. 

Справді, при зміщенні площини по прямій а кожна точка еквiдистанти з базою 

а переміщується так, що її відстань від а залишається без змiн. Отже, ця точка 

при русі в площині Лобачевського залишається весь час на еквидистантi. 
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Еквiдистанту можна розглядати як лінію, одержану в результаті руху точки в 

площині Лобачевського – зміщення по прямій. 

5. Кожна пряма з еквідистантою може мати не більше двох спiльних 

точок. 

Доведення цієї властивості проведемо методом від супротивного. 

Припустимо, що пряма b перетинає еквидистанту в трьох точках А, В, С. 

Опустимо з цих точок перпендикуляри на базу а, їх основи А1, В1, С1. Тодi 

AA1 = BB1 = CC1 = h, тому чотирикутники A1ABB1 i B1BСС1 - 

чотирикутники Саккерi, кути при верхній основі завжди гострi i рiвнi: <A1AB = 

<B1BA = α< 90° i <B1BC = <C1CB = β<90°. Сума  α+ β < 180°, тому точки А, В, 

С не можуть лежати на одній прямій. 

 

 

6. Еквiдистанта в площині Лобачевського - опукла крива лінія, 

опуклістю напрямлена в сторону від бази а. 

 

Доведення. Нехай маємо еквiдистанту е з базою а і висотою h. Візьмемо 

на еквидистанті дві довiльнi точки А, В і опустимо з них перпендикуляри -

висоти на базу а: AA1, перпендикулярні a i BB1 перпендикулярні a. Оскільки 

AA1=BB1=h, то A1ABB1, -чотирикутник Саккері. Через середину С, нижньої 

основи А1В1 проведемо перпендикуляр до а. Нехай він перетинає еквiдистанту 

в точці С, а відрізок АB – у точці N. Покажемо, що перпендикуляр С1N є 

спільним перпендикуляром обох основ чотирикутника А1ABB1 Саккері. 

Провівши діагоналі А1N і В1N чотирикутників А1ANC1 i B1BNC1,  дістанемо 

рiвнi прямокуті трикутники NA1C1 i NB1C1 (NC1 – спільна, А1С1 – С1В1), 

тому A1N = B1N. Тоді будуть рівними і трикутники A1AN та B1BN (AA1=BB1 

, <A= <B, <AA1N=<BB1N), звідки випливає рiвнiсть AN = NB. Крім того, 

<ANC1=<BNC1. Отже, С1N перпендикулярна AB, тому прямі АВ і А1В1 

розбіжні, С1N - найменша відстань між ними: С1N< AA1 = CC1, тобто точка С 

лежить вище точки N. Звідси й випливає, що еквiдистанта – опукла крива лінія, 

опуклістю напрямлена в сторону від бази а. 

Сформулюємо без доведення ще такі дві властивості. 
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4. Дотична до еквiдистанти перпендикулярна до висоти, проведеної через 

точку дотику . 

 5. Усi точки еквидистанти розміщені по один бік від дотичної, 

проведеної через довільну її точку А, в сторону бази а. Справедливість цієї 

властивості випливає з попередньої: вiдрiзок ВВ1 має сталу величину h,  а 

відрізок В1T збільшується по обидві сторони від висоти АА1. 

Теореми: 

Теорема 1. Траєкторія зв'язки прямих, що розходяться, є еквідистантна 

поверхня. Назад: будь-яка еквідистантна поверхня є траєкторією зв'язки 

прямих, що розходяться, з базою, що збігається з основою поверхні. 

Теорема 2. Будь-яка пряма l, яка перетинає базу α еквідистантної поверхні 

або паралельна базі та розташована в напівпросторі поверхні,  одну і тільки 

одну загальну точку з поверхністю. 

Пряма, яка розташована у напівпросторі еквідистантної поверхні з 

висотою h і розходиться з базою α, перетинає поверхню у двох точках, якщо d < 

h; має з поверхнею тільки одну загальну точку, якщо d = h; і не має жодної 

загальної точки, якщо d > h. Тут d – відстань від даної прямої до площини. 

Теорема 3. Перетин еквідистантної поверхні з базою α площиною σ є: а) 

еквідистанта з базою m, якщо площина σ перетинає площину α по прямій m; б) 

орицикл, якщо площина σ паралельна площині α і розташована в напівпросторі 

еквідистантної поверхні. 

Теорема 4. Нехай площина σ розходиться з базою еквідистантної 

поверхні α з висотою h, розташованої в напівпросторі поверхні, і відстань між 

площинами σ і α дорівнює d. Тоді якщо d < h, то площина і еквідистантна 

поверхня перетинаються по колу з центром у точці перетину загального 

перпендикуляра до площин σ та α з площиною σ; якщо d = h, то площина має з 

поверхнею тільки одну загальну точку; а якщо D > h, то площина не має з 

поверхнею ні однієї загальної точки. 

Теорема 5. Площина є дотичною до ек-відистантної поверхні тоді і тільки 

тоді, коли вона проходить через точку поверхні та перпендикулярна до висоти, 

проведеної в цю точку. 

Теорема 6. Дві еквідистантні поверхні рівні тоді й лише тоді, коли рівні 

їхні висоти. 

Висновок: внутрішня геометрія еквідистантної поверхні є геометрією 

Лобачевського. В евклідовому просторі на околиці кожної точки псевдосфери 

має місце геометрії Лобачевського. Спроба Бельтрамі реалізувати планиметрію 

Лобачевського загалом у вигляді внутрішньої геометрії деякої поверхні 
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евклідового простору не увінчалася успіхом. Це не випадково, оскільки Д. 

Гільбертом було доведено, що в евклідовому просторі немає поверхні, 

ізометричної всієї площини Лобачевського. 
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SPHERE, ORISPHERE, EQUIDISTANT SURFACE 

AND THE GEOMETRY ON THEM 

 

Abstract. The content of such concepts as «sphere», «orisphere», «equidistant 

surface» were considered in the research work. The theses explain the main 

theorems of oryspheres, the main properties of equidistants and their proofs, 

the theorems of the evidential surface. 
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