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Вивчення змістовного модуля «Інтегральне числення функцій 

однієї змінної»  

 

Важливим завершенням функціональної лінії шкільного курсу “Ма-

тематика” є розгляд понять похідної та інтеграла, які є необхідним ін-

струментом дослідження руху. Проте шкільний курс математики не пе-

редбачає подальшого розвитку навичок техніки інтегрування.  

Метою навчального курсу «Математичний аналіз» в педагогічному 

університеті є: дати наукове обґрунтування тих понять, перші уявлення 

про які даються у школі і які не висвітлюються іншими математичними 

курсами. Це такі фундаментальні поняття як функція, границя функції, 

неперервність, диференційованість, інтегрованість функції. 

Відповідно, метою викладання змістовного модуля «Інтегральне чис-

лення функцій однієї змінної» є розвиток логічного і алгоритмічного ми-

слення; оволодіння основними методами дослідження і розв’язування 

математичних задач; вироблення навичків самостійно розширювати ма-

тематичні знання і проводити математичний аналіз прикладних задач. 

У результаті вивчення змістового модуля студент повинен  

знати: означення первісної і невизначеного інтеграла та їх основні 

властивості; таблицю невизначених інтегралів; методи інтегрування; 

означення визначеного інтеграла та інтеграла Рімана; означення визначе-

ного інтеграла зі змінною верхнею межею, властивості визначеного інте-

грала; означення криволінійного сектора,довжини дуги; означення нев-

ласного інтеграла; методи наближених обчислень визначеного інтеграла;  

уміти:  

 знаходити невизначені інтеграли; 

 перевіряти диференціюванням таблицю інтегралів; 

 інтегрувати функції безпосередньо, частинами і підстановками; 

 інтегрувати елементарні дроби, раціональні дроби; 

 інтегрувати функції раціонально залежних від тригонометричних; 

 інтегрувати функції раціонально залежних від х і корня квадратного, 

від квадратного трьохчлена; 

 інтегрувати раціональні дроби від дробово-лінійних ірраціонально-

стей; 

 інтегрувати диференціальні біноми; 

 інтегрувати частинами визначений інтеграл; 

 інтегрувати методом заміни змінної визначені інтеграли; 

file:///C:/Documents%20and%20Settings/user210.PC8LAB210/Рабочий%20стол/СПІЛКУВАННЯ.doc%23_Toc129871984%23_Toc129871984
file:///C:/Documents%20and%20Settings/user210.PC8LAB210/Рабочий%20стол/СПІЛКУВАННЯ.doc%23_Toc129871984%23_Toc129871984
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 спрощувати інтеграли в симетричних межах від парних і непарних 

функцій; 

 застосовувати формулу Ньютона-Лейбніца для обчислення невласних 

інтегралів; 

 обчислювати наближено визначені інтеграли за формулами прямокут-

ників, трапецій і парабол; 

 розрізняти дві основні схеми застосування визначеного інтеграла; 

 обчислювати площі плоских фігур за допомогою визначеного інтегра-

ла; 

 обчислювати довжини дуг плоских і просторових кривих за допомо-

гою визначеного інтеграла; 

 обчислювати об'єми тіл за допомогою визначеного інтеграла; 

 обчислювати площу поверхні обертання за допомогою визначеного 

інтеграла; 

 обчислювати фізичні величини за допомогою визначеного інтеграла. 

здатен:  

 формулювати і доводити теореми про загальний вигляд первісної, про 

різницю двох первісних; 

 формулювати і доводити основні властивості невизначеного інтеграла; 

 формулювати і доводити властивості визначеного інтеграла; 

 формулювати і доводити теорему про похідну від інтеграла із змінною 

верхньою межею; 

 доводити формулу Ньютона-Лейбніца; 

 формулювати і доводити ознаки збіжності невласних інтегралів пер-

шого роду; 

 формулювати і доводити ознаки збіжності невласних інтегралів друго-

го роду; 

 обчислювати і досліджувати на збіжність невласні інтеграли; 

 давати геометричну інтерпретацію невизначеному інтегралу, визначе-

ному інтегралу, невласним інтегралам першого і другого роду, визначе-

ному інтегралу із змінною верхньою межею; 

 ілюструвати геометричне властивості визначеного інтеграла, про се-

реднє значення функції, про монотонність визначеного інтеграла. 
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Структура змістовного модуля  

«Інтегральне числення функцій однієї змінної». 

Тема 1. Невизначений інтеграл. 

 Невизначений інтеграл. Основні властивості невизначеного інте-

гралу. Таблиця основних інтегралів. Інтегрування підстановкою. Інте-

грування частинами. Інтегрування раціональних функцій. Інтегрування 

найпростіших алгебраїчних та трансцендентних ірраціональних функцій. 

Тема 2. Визначений інтеграл та його застосування  

 Визначений інтеграл. Інтегровність за Ріманом. Формула Ньютона-

Лейбніца. Задачі, що приводять до поняття визначеного інтегралу. Ос-

новні властивості визначеного інтегралу. Теорема про середнє значення. 

Визначений інтеграл із змінною верхнею межею, його властивості. Тео-

рема про існування первісної функції. Формула Ньютона-Лейбніца. Інте-

грування частинами та підстановкою у визначеному інтегралі. Площа 

криволінійної трапеції та сектора, їх обчислення. Довжина дуги плоскої 

регулярної кривої. 

Тема 3. Невласні інтеграли. 

 Поняття невласного інтегралу. Невласні інтеграли першого та дру-

гого роду. Абсолютна збіжність. Достатні умови збіжності. 

Тема 4. Наближені методи обчислення невласних інтегралів. 

Площа криволінійної трапеції, не кругового сектора. Об’єм тіла 

обертання. Довжина дуги плоскої лінії. Диференціал дуги. Довжина дуги 

просторової кривої. Площа поверхні тіла обертання. Довжина шляху. 

Диференціал дуги. Площа поверхні тіла обертання. 
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Логічна структура модуля «Інтегральне числення функцій од-

нієї змінної» 

Похідна функції Правила диферен-

ціювання 

Первісна для функції Властивості первісної  

Невизначений інтеграл Методи невизначеного 

інтегрування 

підстановкою 

частинами 

розкладом 

Визначений інтеграл Властивості визначеного 

інтеграла 

Методи обчислення 

визначених інтегралів 

Невласні інтеграли 

Наближене обчислення 

визначених інтегралів 

Застосування визначено-

го інтеграла  

Довжина дуги 

Обчислення площ плос-

ких фігур 

Площа поверхні обер-

тання 

Об’єм тіла  

Формула Ньютона-

Лейбніца  
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ТЕМА 1. НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

1.  Поняття невизначеного інтеграла 

Означення. Нехай функція f (x) є похідною від функції F (x), тобто f 
(x)dx — диференціал функції F (x): 

.)()( xdFdxxf   

Тоді функція F (x) називається первісною для функції f (x). 
Якщо F (x) — одна з первісних функції f (x), то будь-яка інша її перві-

сна подається виразом F (x) + С, де С — довільна стала. 
Отже, якщо функція f (x) має принаймні одну первісну, то їх існує 

безліч. 
Означення. Найзагальніший вигляд первісної для даної функції f (x) 

(або даного виразу f (x)dx) називається її невизначеним інтегралом. 
Невизначений інтеграл виразу f (x)dx позначають 

  .)()( CxFdxxf  (1) 

Термін «інтеграл» походить від латинського слова integralis — ціліс-
ний. 

Символ   sкурсивне  — початкова літера слова summa (сума). 

Слово «невизначений» підкреслює, що до загального виразу первісної 
входить сталий доданок, який можна взяти довільно. 

Вираз dxxf )(  називають підінтегральним виразом, функцію f (x) — 

підінтегральною функцією, змінну x — змінною інтегрування. 
Постають такі запитання: 1) чи завжди можна знайти невизначений 

інтеграл; 2) як можна знайти цей інтеграл, якщо він існує? 
Відповідь на перше запитання частково дає наведена далі теорема, 

яка є основною теоремою інтегрального числення. 

Теорема 2.1. Усяка неперервна функція має первісну. 

Проте ця теорема не стверджує, що первісну даної непе- 
рервної функції можна знайти за допомогою скінченної кількості ві-
домих дій і подати результат в елементарних функ- 
ціях. Більш того, існують неперервні елементарні функції,  
інтеграли від яких не є елементарними функціями. Такі функції нази-
вають неінтегровними. Їх інтеграли не можуть бу- 
ти знайдені за допомогою скінченної кількості елементарних функцій. 
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Наприклад, можна довести, що інтеграли ,
sin

,
2

dx
x

x
dxe x

 
  ,

cos
dx

x

x
  


x

dx

ln
не подаються елементарними функціями, тобто відповідні підінтег-

ральні функції є неінтегровними. 
Зауважимо, що за правилами диференціального числення для будь-

якої елементарної функції можна знайти її похідну (також елементарну). 
В інтегральному численні такі правила для відшукання первісної принци-
пово неможливі. 

Первісні для неінтегровних функцій, таких як ,
ln

1
,

2

x
e x  

31 x

x


 і т. 

ін., знаходять наближеними (чисельними) методами. 
Загалом знаходження невизначених інтегралів — задача, істотно 

складніша порівняно з диференціюванням. Її розв’язування спрощується 
завдяки застосуванню математичних довідників і комп’ютерних пакетів 
програм, наприклад Mathсad, Mathematica 3.0 тощо. 

2. Основні властивості  
невизначеного інтеграла 

Властивість 1. Знак диференціала перед знаком інтеграла знищує 
останній: 

.)()(  dxxfdxxfd  

● Продиференціювавши рівність (1) дістанемо: 

.)()()())(()(  dxxfdxxFxdFCxFddxxfd  

Властивість 2. Знак інтеграла перед знаком диференціала знищує 
останній, але при цьому вводиться довільний сталий доданок: 

.)()(  CxFxdF  (2) 

● Рівність (2) випливає з (1), якщо взяти .)()( dxxfxdF   

Властивість 3. Сталий множник можна виносити за знак інтегра-
ла: 

.

,)()(

const

 
a

dxxfadxxaf
 (3) 

● Справді, згідно з властивістю 1 диференціал лівої частини 
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  dxxafdxxafd )()(  (4) 

подається так само, як і диференціал правої частини: 

  .)()()( dxxafdxxfaddxxfda  (5) 

Якщо диференціали (4) і (5) обох частин рівності (3) однакові, то ці 
частини відрізняються лише сталою, яка вважається включеною в позна-
чення невизначеного інтеграла. 

Властивість 4. Інтеграл алгебраїчної суми (різниці) функцій дорі-
внює сумі (різниці) інтегралів доданків: 

     .)(...)()()(...)()( 2121 dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf nn  

Формула доводиться безпосередньою перевіркою диференціюванням. 
Справді, диференціал лівої частини подається так: 

    .)(...)()()(...)()( 2121  dxxfxfxfdxxfxfxfd nn  

3. Таблиця основних інтегралів 

1.   .0 Cdx  

2.    ;1 Cxdxdx    .Cxdx constconst  

3.  





 .1,
1

1

C
x

dxx  

4.   .ln Cx
x

dx
 

5.   .Cedxe xx  

6. .
ln

C
a

a
dxa

x
x   

7.   .cossin Cxxdx  

8.   .sincos Cxxdx  

9. 
.

sin 2  Cx
x

dx
ctg

 

10. .
cos2  Cx

x

dx
tg  

11.   .sinln Cxxxdctg  

12.   .cosln Cxxxdtg  

13.   .
2

ln
sin

C
x

x

dx
tg  
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14.  






 
 .

42
ln

cos
C

x

x

dx
tg  

15. .arccosarcsin
1 2

CxCx
x

dx



  

16. .arccosarcsin
22

C
a

x
C

a

x

xa

dx



  

17.  


.
1 2

CxCx
x

dx
arcctgarctg  

18.  


.
11

22
C

a

x

a
C

a

x

axa

dx
arcctgarctg   0a  

19. .ln
2

1 2

2
Cax

ax

xdx



  

20. .ln
2

1
22

C
ax

ax

aax

dx








   0a  

21.  


.ln 2

2
Caxx

ax

dx
  0a  

22. 

.sinln
1

,cosln
1









Cax
a

axdx

Cax
a

axdx

ctg

tg

 

4. Метод заміни змінної у невизначеному інтегралі 

Нехай F'(x) = f(x). Тоді     CxFxdFdxxFdxxf )()()()( . 
Згідно з інваріантністю форми першого диференціала рівність 

dxxfdxxFxdF )()()(   справджується і тоді, коли x — проміжний аргу-

мент, тобто ).(tx   

Це означає, що формула   Cxfdxxf )()(  виконується й при )(tx  . 

Таким чином, ,))(()())((  CtFtdtf  або   dtttf )())((  .))(( CtF   

Отже, справджується теорема. 

Теорема 2.2. Якщо F(x) є первісною для функції f(x) на проміжку 
 ba; , а )(tx   — диференційовна на проміжку  ;  функція, зна-

чення якої належать  ba; , то 

))(( tF   — первісна для )())(( ttf  ,   ;t , і 
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.)()())((  dxxfdtttf  (6) 

Формула (6) називається формулою заміни змінної під знаком неви-
значеного інтеграла. 

Метод заміни змінної дозволяє зводити інтеграли до табличних або до 
інтегралів, методи знаходження яких відомі. Після обчислення інтеграла 

 dxxf )(  потрібно знову замінити x на ).(t  

Робоча формула 





















.))(()()())((

).(

,)(

),(

)(

1

1

CxCtdtttf

xt

dttdx

tx

dxxf
 (7) 

Зауваження. Вивчення методів інтегрування певних функцій зага-
лом можна звести до з’ясування того, яку заміну змінної в підінте-
гральному виразі потрібно зробити. Успіх інтегрування залежить 

значною мірою від того, наскільки вдало виконано заміну змінних, яка 
спрощує даний інтеграл. 

Знайти   .5dxxx  


 

.)5(
3

10
)5(

5

2

3

10

5

2
102

)5(22)5(

.2

,5

,5

5

35
35

24

2222

CxxC
tt

dttdtt

dttttdttt

tdtdx

tx

tx

dxxx













 

  
 

Наслідок. Якщо     ,CxFdxxf   то 

.)(
1

)(  CbaxF
a

dxbaxf  (8) 

Доведення. Згідно з формулою (7) маємо: 

!

Приклад



 12 

  









 .)(
1

)(
1

)(
1

.
1

,

,)(

,

)( CbaxF
a

CtF
a

dttf
a

dt
a

dx

dtadx

dtbxad

tbax

dxbaxf  

Знайти 


.
35x

dx
 

● .35ln
5

1

)8(

,ln

35
Cx

формулоюзатому

Cx
x

dx

x

dx






  

    .cosln
cos

cos

cos

sin
tg Cx

x

xd
dx

x

x
xdx  

    .sinln
sin

sin

sin

cos
ctg Cx

x

xd

x

xdx
xdx  

.
)(4

2

)(2

1

2

1

2

1

2

1

212

1

2

1
)(

1

2

1

).(
1

,
2

1

,2

,)(

,

)(

222

2

2222

22

21

2

323

2

2

2

32

3

bxab

bxa
C

bxa

a

bxab

C
t

a

tb
C

att

b

dt
t

at

bt

dtat
b

b

at
b

x

dt
b

xdx

dtbxdx

dtbxad

tbxa

bxa

dxx




































































  

 

.
1.2

,

,

1

2 2

2

2

2

4  













CxCt
t

dt

dtxdx

dtdx

tx

x

xdx
arctgarctg  

Приклад

Приклад

Приклад

Приклад

Приклад



 13 

  






.sinln

sin

)sin(

sin

cos
Cxba

xba

xbad

xba

xdx
 

  






.ln

)(
Cae

ae

aed

ae

dxe x

x

x

x

x

 

  


.arctgln
arctg

arctg

arctg)1( 2
Cx

x

xd

xx

dx
 

5. Формула інтегрування частинами 

Згідно з формулою диференціювання добутку двох функцій u(x) та 
v(x) маємо: 

.)( vduudvuvd   

Інтегруючи цю рівність, дістаємо: 

,  vduudvuv  

або 

.  vduuvudv  (9) 

Ця формула відбиває методику інтегрування частинами. 

Нею зручно користуватися в таких випадках: 

1. Підінтегральний вираз містить як множник функції xln , ))(ln( x , 

xarcsin , xarccos , xarctg . Якщо за )(xu  узяти ці функції, то підінтегра-

льний вираз vdu нового інтеграла буде простіший за початковий. 

2. Підінтегральна функція має вигляд 
axexP )( , 

axxP sin)( , 
axxP cos)(  , 

де )(xP  — многочлен від х. Тоді, узявши за )(xu  )(xP , дістанемо інтег-

рал такого самого вигляду, але степінь його буде вже на одиницю мен-

шим. Беручи цей многочлен за )(xu , можна знову знизити степінь на 

одиницю, і т. д. 

3. Підінтегральна функція має вигляд bxeax sin , bxeax cos , )sin(ln x , 

)cos(ln x  і т. ін. 

Приклад

Приклад

Приклад



 14 

Після двократного інтегрування частинами дістанемо початковий ін-
теграл з деяким коефіцієнтом. Здобута рівність є лінійним алгебраїчним 
рівнянням відносно шуканого інтеграла. 
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6. Інтегрування раціональних дробів. 
Стандартний підхід 

1. Інтегрування основних простих дробів 

Виокремимо з класу правильних дробів основні прості дроби. Такі дроби 
бувають чотирьох типів. 
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Тут NMAqpa ,,,,,  — дійсні числа, 1k  — ціле число. 

Розглянемо інтеграли від наведених чотирьох основних типів. 
Дроби типів І і ІІ інтегруються за допомогою підстановки .axt   
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3. Розглядаючи інтеграл від дробу типу ІІІ, виокремимо із тричлена у зна-
меннику повний квадрат: 
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Далі за допомогою підстановки х + р = t зведемо інтеграл до суми двох таб-
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● Можна повторити весь процес знаходження інтегралів типу ІІІ, а можна 
скористатися формулою (11), підставивши в неї значення 3M , 1N , 1p , 

6q . Дістанемо:  
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Інтеграл kI  виражено через 1kI . Формули виду (11) називаються ре-

курентними. Для обчислення kI  при будь-якому k  немає потреби вико-

нувати інтегрування: знаючи значення 1I , з виразу 
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Зводячи разом обчислені інтеграли, остаточно дістаємо рекурентну форму-
лу для обчислення інтеграла від дробу типу ІV: 
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7. Інтегрування ірраціональних виразів 

Інтеграли від ірраціональних функцій за допомогою підстановок, які 
залежать від типу підінтегральних виразів, зводяться до інтегралів від 
раціональних функцій. 

Розглянемо основні типи ірраціональних підінтегральних виразів та 
підстановки, за якими вони раціоналізуються. 
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де .,22,2 11
2

1 ACAaBBCBaAaA   

 

1) ;
2

2

2 2

2

2








 cxbxa

dx

c

b

c

czbxa

cxbxa

xdx
 

2) ;
222

2
22

2
2

2
22























cxbxa

dx

c

ba
cxbxa

c

bx
dxcxbxa  

3)   ;ln
1 2

2
 


Cbxabbx

bbxa

dx
 

4) ;arcsin
1

2
 


C

a

b
x

bbxa

dx
 

5) ;2ln
2

2
2

2 2
2

22
 


 Cxaxxa

a
xax

xa
dxxax  

6) ;arcsin
2

2
2

2
2

22
 





 C

a

xaa
xax

ax
dxxax  

8) ;ln
22

22

2

2

 


Cbxabbx
bb

a
bxa

b

x

bxa

x
 

9) 
 
 

 y
ax

cxbxaax

dx

n

1

2 2
 

   
.

22 22







ycabaaycabc

dyy tn

 

8. 
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9. Підстановки Ейлера, за допомогою яких завжди раціоналізується ви-

раз виду  CBxAxxf 2, , де f  — раціональна функція. 

Перша підстановка  0a : 











axt

axt
cbxax2 . 

Друга підстановка  0c : 











cxt

cxt
cbxax2 . 

Третя підстановка    μλ
2  xxacbxax : 
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10. Виокремити алгебраїчну частину з інтеграла 
 


 cbxax

dxxP

2
, де  xP  

— многочлен n -го степеня, можна за формулою 

 
  ,

2

2

2





 cbxax

dx
cbxaxxQ

cbxax

dxxP
  (13) 

де  xQ  — многочлен n-го степеня, const.  Коефіцієнти цього многоч-

лена знайдемо за методом невизначених коефіцієнтів. Продиференці-

ювавши (32) і помноживши здобуту рівність на  cbxax 2 , дістане-

мо: 

        .2
2

12  baxxQcbxaxxQxP   (14) 

Звідси методом невизначених коефіцієнтів знайдемо  xQ . 
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8. Інтегрування тригонометричних виразів 

Розглянемо деякі підстановки, що раціоналізують інтеграл від триго-
нометричного виразу 

  ,cos,sin dxxxR  

де  xxR cos,sin  — раціональна функція від .cos,sin xx  

І. Універсальна підстановка .
2

tg t
x
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В окремих випадках можна користуватися простішими підстановка-
ми. 

ІІ. Якщо інтеграл зводиться до виду  

  dxxR tg , 

то застосовуємо заміну :tg tx   
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Із цим випадком стикаємося щоразу, коли підінтегральний вираз 
містить парні степені xsin  і ,cos x  оскільки  

x

x
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tg
sin
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1
cos


 . 

ІІІ. Якщо інтеграл зводиться до виду 

  xdxxxR coscos,sin
2

 , 

то виконуємо заміну :sin tx   
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ІV. Якщо інтеграл зводиться до виду 

  ,sincos,sin
2

 xdxxxR  

то виконуємо підстановку :cos zx   

   dzzzR

dtxdx

dzxd
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V. Якщо інтеграл зводиться до виду 

,cossin xdxx
nm  
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де nm,  — цілі числа, то підінтегральний диференціал є раціональна 

функція від xsin  і xcos , яку можна зінтегрувати відомими 
методами. 
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Розв’язуючи здобуте рівняння відносно даного інтеграла, дістаємо: 
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VI. Деякі підінтегральні вирази, що зводяться до раціонального ви-

гляду підстановками 1—4, можуть бути безпосередньо знайдені за 
допомогою штучних прийомів. 



 33 

 

 

 
.

24
tgln

2

1

cos2

1

.cossincos

тоді

,sin,cos

  

числа Визначимо

sincos
.VI1

C
x

x

xd

xrxbxa

rbra

r

xbxa

dx








 

























щоб так, і

 

.tg
tg

tg
cos

sin

tg

cos

sin

cos

sincos
.VI

22

2

2

2

2

2

222






















bta

dt
tx

xba

xd
x

x
ba

xd

x

x
ba

x

dx

xbxa

dx

 

   

.
.VI інтеграл

Дістаємо

2
sin

2
cos1

2
2

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

cos
.VI

222

2222
3

















































x
ba

x
a

x
d

xx
b

xx
a

dx

xba

dx

 

 

 

 
.

.VI інтеграл

Дістаємо

cos

.cos

sincos

,sin

,cos

sincos
.VI

3

4
























xra

xd

xr

xcxb

rc

rb

xcxba

dx

 

 



 34 

Тригонометричні підстановки 
для раціоналізації ірраціональних виразів 

Інтегруючи вирази виду 22
xa   або 22

ax  , найчастіше кори-
стуються такими підстановками: 
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ТЕМА 2. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

Існує кілька підходів до викладання визначених інтегралів. Розгляне-
мо основні, що мають історичні корені і найбільш близькі до початків 
інтегрального числення. 

1. Підсумовування нескінченно малих 

Нехай задано неперерву функцію на відрізку [a; b] і F(x) —будь-яка її 
первісна. Розіб’ємо відрізок [a; b] на n частин і утворимо різницю 

 F(b) – F(a)  (1) 

значень первісної на його кінцях. 
Різниця (1) дорівнює сумі таких самих різниць, складених для 

відрізків, на які розбито даний: 

 
.)]()([...)]()([

...)]()([)]()([)()(

11

121

 



nii xFbFxFxF

xFxFaFxFaFbF
 (2) 

 

a х1 х2 х3 хі–1 хn–1 bхі

і–1 х

… …  

 
Рис. 2.1 

 
За теоремою Лагранжа про скінченний приріст маємо: 

F(хі) – F(хі – 1) = (хі – хі – 1)F (i – 1), 

де i  [хі; хі–1] (рис. 2.1). 
Позначивши хі – хі–1 =  хі–1 і врахувавши, що 

F (i–1) = f(i–1), 
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рівність (2) подамо так: 

 F(b) – F(a) = f(0)х0 + f(1)х1 + … + f(n–1)хn – 1. (3) 

Залежність (3) справджується лише для значень 0, 1, … n, які задо-
вольняють теорему Лагранжа. Але коли необмежено збільшувати кіль-
кість n частин відрізка [a; b] так, щоб довжина відрізка хі – 1 прямувала 
до нуля, то рівність (3) виконуватиметься і різниця F(b) – F(a) буде су-
мою нескінченної кількості спадних доданків: 

.)()(])(...)()([lim 1100 aFbFxfxfxf nn
n




  (4) 

Рівність (3) справджується не лише за певного, а й за будь-якого ви-
бору точок 0, 1, … n–1, тому (4) є формулою суми нескінченно малих, 
яку вивели Лейбніц і Ньютон. 

2. Поняття визначеного інтеграла.  
перший підхід 

Означення. Сума 







1

0

)(
n

i
ii xf  

називається інтегральною сумою, або сумою Рімана. 

Означення. Скінченна границя І суми  при 0max  i
i

x  нази-

вається визначеним інтегралом від функції f(x) на відрізку  
[a; b] і позначається 




b

a

dxxfI ,)(lim
0

 (5) 

де а, b — відповідно нижня та верхня межі інтегрування,  — знак інте-

грала, введений Лейбніцем. (Лейбніц увів знак інтеграла  як витягнуту 

букву S, що позначає підсумовування.) У разі існування границі І 

функція f(x) називається інтегровною на про- 

міжку [a; b]. 
 
Вводячи поняття про визначений інтеграл як границю інтегральної 

суми й застосовуючи його позначення та формулу (5), рівність (4) можна 
переписати у вигляді: 
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.)()()( aFbFdxxf
b

a

  (6) 

Це відома формула Ньютона—Лейбніца, яка поєднує диференціаль-
не числення з інтегральним. 

В інтегралі 
b

a

dxxf )(  символ х позначає змінну інтегрування. Цю 

змінну можна позначати будь-якою іншою буквою, а отже, завжди 
маємо: 

 
b

a

b

a

dttfdxxf .)()(  

Зауважимо, що означення визначеного інтеграла можна застосувати 
лише до обмеженої функції. 

Теорема 2.7. (Необхідна умова інтегрування.) Інтегровна на 
проміжку [a; b] функція обмежена. 

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай функція f(x) на проміжку 
необмежена. Тоді за будь-якого розбиття проміжку на частини функція 
f(x) зберігає цю властивість хоча б в одній із частин. Завдяки вибору на 
цій частині точки  можна зробити значення f(), а з нею і суму  як зав-
годно великою. За цих умов скінченні границі для  існувати не можуть. 

 

3. Властивості визначеного інтеграла 

Властивість 1. Визначений інтеграл є міра площі. 
● Справді, інтегральна сума 

 





1

1

)(
n

i
ii

xf  (7) 

утворена з добутків виду 

 .)( 11   ii xf  (8) 

Нехай і–1 = хі–1. Тоді добуток (8) є площа прямокутника, основу 
якого становить різниця хі – хі–1 = хі–1, а висоту — ордината f(xi–1). 
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Отже, інтегральна сума (7) являє собою суму площ таких прямокут-
ників, або площу східчастої фігури, вписаної у криволінійну трапецію 
АabB, обмежену кривою у = f(x) (рис. 2.2). 

а х1 х2 хі–1 хі b

В

А

 
 

Рис. 2.2 

 
Площа криволінійної трапеції АabB більша за інтегральну суму (7). Але 

якщо вибрати за точки і(і = 0, …, n – 1) праві кінці відрізків [хі–1; хі], то 
дістанемо фігуру, описану навколо криволінійної трапеції АabB. Тому 
площа криволінійної трапеції АabB дещо менша за інтегральну суму (7). 

Границя інтегральної суми (7) при будь-якому виборі точок і і при 

0max  i
i

x  за означенням є визначений інтеграл 
b

a

dxxf )( . 

Отже, доходимо висновку: 

Визначений інтеграл 
b

a

dxxf )(  дорівнює площі криволінійної трапеції. 

Властивість 2. При переставленні меж інтегрування визначений ін-
теграл змінює знак, не змінюючи абсолютної величини. 

● Узявши a < b і а < x1 < x2 < … < xn–1 < b, за означенням дістанемо: 










1

0
1

0
))((lim)(

n

i
iii

b

a

xxfdxxf . 

Переставивши межі інтегрування а та b, розглядатимемо вже відрізок 
[b; a] і, узявши ті самі точки розбиття, дістанемо відрізки [хі; хі–1], а не [хі–

1; хі]. Отже, 

   .))((lim)(lim

)()(lim)(

1

0
1

0
1

1

00

1

1

00



























n

i
iiiii

n

i
i

ii

n

i
i

a

b

xxfxxf

xxfdxxf

 

Звідси випливає таке співвідношення: 
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.)()(  
a

b

b

a

dxxfdxxf  (9) 

Зауваження. Цю властивість можна довести також за формулою 
Ньютона—Лейбніца (6), яка справджується для будь-яких а і b. 
Зокрема, вона виконується, коли числа а та b поміняти місцями: 

.)()()( bFaFdxxf
a

b

  

Таким чином, знову маємо формулу (9). 

Наслідок. .0)( 
a

a

dxxf  

● Справді, узявши у формулі (9) b = а, дістанемо 

.0)()()( 
b

a

aFaFdxxf  

Властивість 3. (Поділ відрізка інтегрування.) Нехай точка 
c  [а; b]. Тоді  

      .dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

   (10) 

● Справді, якщо F(x) — будь-яка первісна для функції f(x) на відрізку 
[а; b], то F(x) є первісною і для функції f(x) на відрізках [а, с] і [с, b]. От-
же, за формулою Ньютона—Лейбніца записуємо 









b

c

c

a

cFbFdxxf

bFcFdxxf

).()()(

),()()(

 

Звідси 

 
b

a

b

c

c

a

dxxfaFbFcFbFaFbFdxxfdxxf .)()()()()()()()()(  

Остання рівність і доводить формулу (10). 
Геометрична інтерпретація 
 

!
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Рис. 2.3 

 
Площа криволінійної трапеції АаbB дорівнює сумі площ криволіній-

них трапецій АасС і СсbB (рис. 2.3). 

Властивість 4. (Знак визначеного інтеграла.) 

1. Якщо f(x) > 0 для х  (а; b), a < b, то .0)( 
b

a

dxxf  

2. Якщо f(x) < 0 для х  (а, b), a < b, то .0)( 
b

a

dxxf  

● За означенням визначений інтеграл є границя інтегральної суми: 

.)(lim)(
1

00






n

i
ii

b

a

xfdxxf  

1. У разі f(x) > 0, a < b доданки f(і)хі інтегральної суми до- 
датні, оскільки додатні обидва множники f(хі–1) і хі–1. 

2. Якщо a > b, то хоча f(хі–1) > 0, множник хі–1 від’ємний. Справді: 

хі–1 = хі – хі–1  і  а > x1 > x2 > … > хі–1 > хі > … > b. 

3. Розглядаючи доданки f(хі–1)хі–1 інтегральної суми, встановлюємо, 
що множник f(і) < 0, множник хі–1 додатний, оскільки 
a < b. 

Геометрична інтерпретація 

1. Площа, обмежена кривою В'АВ, має різні знаки по різні боки кожної 
межі інтегрування а (рис. 2.4). 
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Рис. 2.4 
 
2. Площі кривих, розміщених над віссю абсцис, вважаються додатни-

ми, а площі кривих, розміщених під віссю абсцис, — від’ємними (рис. 
2.5). 

 

х
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Рис. 2.5 

 
Знайти суму площ двох сусідніх хвиль синусоїди .sin xy   

● 





2

0

2

0
0110cos2cos)cos(sin xxdx  (рис. 

2.6). 
 

+

0

В

 2

y

x

 
 

Рис. 2.6 

Приклад
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Властивість 5. Якщо (х) > (х) для х  (a; b),  a < b, то справд-
жується рівність: 

.)()(  
b

a

b

a

dxxdxx  

● Визначимо знак різниці: 

.))()(()()(   
b

a

b

a

b

a

dxxxdxxdxx  

За властивістю 4 останній інтеграл додатний. 

Властивість 6. Визначений інтеграл суми функцій подається як ал-
гебраїчна сума інтегралів: 

  .)()()()(  
b

a

b

a

b

a

dxxdxxfdxxxf  (11) 

● Розглянемо інтегральну суму 

,))()((
1

0







n

i
iii xf  

яку згідно з властивістю дистрибутивності можна розкласти на дві суми: 

 









1

0

1

0

.)()(
n

i

n

i
iiii xxf  

Переходячи до границі при 0max  i
i

x , маємо: 

,)(lim)(lim))()((lim
1

00

1

0

1

000
i

n

i
i

n

i

n

i
iiiii xfxfxf   












 

тобто виконується (11). 

Властивість 7. Сталий множник можна виносити за знак визна-
ченого інтеграла: 

.)(const)(const 
b

a

b

a

dxxfdxxf  (12) 

● За означенням визначеного інтеграла записуємо: 

  .)(constlim)(const
1

00
 






b

a

n

i
ii xfdxxf  
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А оскільки в інтегральній сумі сталий множник можна винести за 
знак цієї суми, дістаємо: 

.)(const)(const
1

0

1

0











n

i
ii

n

i
ii xfxf  

Переходячи до границі, маємо: 

.)(limconst)(constlim
1

00

1

00










n

i
ii

n

i
ii xfxf  

Отже, виконується (6). 

Властивість 8. Якщо функція f(x) інтегровна на [a; b] і а < b, то 

.)()(  
b

a

b

a

dxxfdxxf  (13) 

● Рівність (13) легко дістати, перейшовши безпосередньо до границь у 
нерівності для інтегральних сум: 

.)()(
1

0

1

0
i

n

i
i

n

i
ii xfxf  









 

Властивість 9. Якщо f(x) інтегровна на [a; b], де а < b, і якщо на 
цьому проміжку виконується нерівність 

,)( Mxfm   

то 

.)()()(  
b

a

abMdxxfabm  (14) 

● Рівність (14) дістанемо, безпосередньо перейшовши до границь у 
нерівності 















1

0

1

0

1

0

)(
n

i
ii

n

i
i

n

i
i xMxfxm  

та взявши до уваги, що abx
n

i
i 





1

0

. 
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Властивість 10. (Теорема про середнє значення.) Нехай f(x) — 
інтегровна на [a; b] функція і на всьому проміжку .)( Mxfm   Тоді 

,)()( abdxxf
b

a

  (15) 

де .Mm   

Доведення. Якщо а < b, то за властивістю 9 маємо: 

 
b

a

abMdxxfabm )()()( . 

Звідси 

 



b

a

Mdxxf
ab

m )(
1

. 

Узявши 

 


b

a

dxxf
ab

)(
1

, 

знайдемо рівність (14). 
Якщо а > b, то на підставі аналогічних міркувань (з преставленням 

межі інтегрування) дістаємо (14). 
Випадок неперервної функції f(x). Якщо числа m i M — відповідно 

найбільше і найменше значення функції (вони існують за теоремою 
Вейєрштрасса), то за теоремою Больцано—Коші проміжного значення  
функція f(x) набуває в деякій точці с проміжку [a, b]. 

Таким чином,  

.];[,)()()( 
b

a

baccfabdxxf  

Геометрична ілюстрація. Нехай f(x)  0. Розглянемо криволінійну 
фігуру АВСD, обмежену кривою у = f(x) (рис. 2.7). Площа такої фігури 
(виражена визначеним інтегралом) дорівнює площі прямокутника з осно-
вою АВ і висотою LM. 
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Рис. 2.7 
 
Властивість 11. (Узагальнена теорема про середнє значення.) 
Нехай виконуються такі умови: 
1) f(x) і g(x) — інтегровні у проміжку [a; b]; 
2) m  f(x)  M; 
3) g(x)  0 (або g(x)  0). 

Тоді  

 
b

a

b

a

dxxgdxxgxf ,)()()(  де m    M. (16) 

Доведення. Не порушуючи загальності, візьмемо g(x)  0 і а < b. За та-
кої умови дістанемо: 

)()()()( xMgxgxfxmg  . 

Звідси згідно з властивостями 6 і 3 маємо: 

   
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()( . (17) 

А оскільки g(x)  0, то згідно з властивістю 5 

 
b

a

dxxf 0)( . 

Якщо цей інтеграл дорівнює нулеві, то з попередніх нерівностей вип-
ливає співвідношення: 

 
b

a

dxxgxf 0)()( , 

а отже, і твердження теореми. 
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Якщо інтеграл більший від нуля, то ділячи на нього всі частини нері-
вності (17) і вважаючи, що 







b

a

b

a

dxxg

dxxgxf

)(

)()(

, 

дістаємо твердження, яке потрібно довести. 
Випадок неперервної функції f(x). Формулу (16) можна записати у 

вигляді  

.];[,)()()()(  
b

a

b

a

bacdxxgcfdxxgxf  

4. Визначений інтеграл  
як функція верхньої межі 

Якщо функція у = f(x) інтегровна на проміжку [a; b], то вона інтегров-
на й на проміжку [a; х], де х  [a; х]. Замінивши сталу межу b у визначено-

му інтегралі 
b

a

dxxf )(  на змінну межу х, дістанемо 

 ,)()( 
x

a

dttfx  (18) 

тобто вираз, який є функцією від х. 

Теорема 2.8. Якщо функція у = f(x) інтегровна на проміжку [a, b], 
то функція Ф(х) неперервна за х на тому самому про- 
міжку. 

Доведення. Надамо змінній х приросту х так, щоб значення х + х не 
виходило за межі розглядуваного проміжку. Дістанемо нове значення 
функції (18): 

 .)()()()( 



xx

x

x

a

xx

a

dttfdttfdttfxx  (19) 

Віднімемо почленно від рівності (19) рівність (18): 

 .)()()( 



xx

x

dttfxxx  (20) 
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Застосуємо до рівності (20) теорему про середнє значення: 

xxxx  )()( , 

де ],[ Mm  , 
],[

)(inf
xxx

xfm


 , .)(sup
],[ xxx

xfM


  

Якщо х  0, то 

0)()(  xxx , або ),()( xxx   

що й означає неперервність функції Ф(х). 

Теорема 2.9. Якщо функція f(x) неперервна в точці t = x, то в цій 
точці функція Ф(х) має похідну, що дорівнює f(x): 

.)()( xfx   

Доведення. Справді, із (19) маємо 

,
)()(






x

xxx
 

де m    M  .  

Функція f(x) неперервна при t = x. Отже, для будь-якого  > 0 
знайдеться таке число  > 0, що при |х| <  для всіх значень t на проміж-
ку [x, x + х] виконуються нерівності 

.)()()(  xfxfxf  

У такому разі маємо: 

.)()(  xfMmxf  

Це означає: 

.)(  xf  

Очевидно, що  

).(lim
)()(

lim)(́
00

xf
x

xxx
x

xx








 

Цей висновок має принципове значення. 

Для неперервної на проміжку [a, b] функції у = f(x) завжди існує 
первісна — прикладом її є визначений інтеграл (18) зі змінною верх-
ньою межею. 
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5. Поняття визначеного інтеграла.  
другий підхід 

Нехай на відрізку [a, b] задано обмежену функцію у = f(x). Розглянемо 
розбиття Т відрізка [a, b] точками поділу: 

.... 12100 bxxxxxa nn    

На кожному відрізку розбиття [хk; xk+1] знайдемо відповідно mk нижню 
і верхню Мk межу значень функції у = f(x): 

),(inf
],[ 1

xfm
kk xxx

k


  

).(sup
],[ 1

xfM
kk xxx

k



  

Означення. Дві суми 

k

n

k
kD xms  





1

0
   і   ,

1

0







n

k
kkD xMS   

де хk = xk+1 – xk, називають відповідно нижньою і верхньою сумами 
Дарбу. 

Властивості сум Дарбу 
1. Для кожного розбиття Т виконується нерівність 

DD Ss  . 

2. Якщо розбиття D2 утворюється з розбиття D1 додаванням кількох 
нових точок, то ,

21 DD Ss   ,
21 DD Ss   тобто зі зменшенням розбиття нижні 

суми Дарбу можуть лише збільшитися, а верхні — лише зменшитися. 
3. Для будь-яких розбиттів D1 і D2 виконується нерівність 

,
21 DD Ss   

тобто будь-яка нижня сума Дарбу не перевищує будь-якої верхньої такої 
суми. 

Означення. Функція у = f(x), обмежена на деякому відрізку, нази-
вається інтегровною на цьому відрізку, якщо існує єдине число І, яке 
відокремлює множину нижніх від множини верхніх сум Дарбу для будь-
яких розбиттів відрізка [a, b]. Якщо функція у = f(x) інтегровна на 
відрізку [a, b], то єдине число, яке відокремлює одну від одної ці дві 
множини, називається визначеним інтегралом функції у = f(x) за 
відрізком [a, b] і позначається 
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.)(
b

a

dxxfI  

Розглянемо функцію Діріхле у = D(x) на відрізку [0, 1]: 

 





е.раціональн—якщо,1

ьне;ірраціонал—якщо,0
)(

х

х
xD  

Ця функція є типовим прикладом обмеженої неінтегровної функції. 
● Справді, візьмемо будь-яке розбиття Т. У кожному відрізку розбиття 

[xk, xk+1] неодмінно містяться як раціональні, так і ірраціональні точки. Отже, 
для будь-якого відрізка k: mk = 0, Mk = 1. Тоді всі нижні суми Дарбу 

0
1

0






n

k
kk xm , оскільки всі mk = 0, а всі верхні суми Дарбу 






1

0

1
n

k
kk xM , 

оскільки 11
1

0

1

0

 








n

k
n

n

k
nk xxM  — довжина відрізка [0, 1]. 

Отже, множина нижніх сум містить одне число Х = {0} і множина верхніх 
сум містить одне число Y = {1}, причому будь-яке число з відрізка [0, 1] відо-
кремлює множини Х і Y одну від одної. Це означає, що функція Діріхле не є ін-
тегровною на відрізку [0, 1]. 

Теорема 2.10. (Критерій інтегровності.) Для того щоб визначена і 
обмежена на відрізку [a, b] функція у = f(x) була інтегровною на 
цьому відрізку, необхідно і достатньо, щоб для будь-якого  > 0 
існувало розбиття D, таке що SD – sD < . 

Доведення. Достатність очевидна. Узявши ...,2,1,
2

1
 n

nn , діста-

немо систему відрізків [ nn Ss
22

; ], що збігаються до єдиної точки І. Вона і 

буде єдиним числом, що відокремлює одну від одної розглядувані мно-
жини. 

Необхідність. Нехай, навпаки, відомо, що число, яке відокремлює 
розглядувані множини, єдине. Тоді для будь-якого  > 0 в інтервал (І –
 /2; І + /2) завдовжки  потрапляють точки із множин {sD} і {SD}. Отже, 
знайдуться розбиття Т1 і Т2, такі що 

 11 T

D

T

D sS . 

Візьмемо за Т розбиття, яке містить точки із Т1 та із Т2. Тоді за вла-
стивістю 2 сум Дарбу дістанемо: 

11 T

D

T

D Ss  ,  2T

D
T
D Ss  . 

Звідси 

Приклад
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  T
D

T
D sS .  (21) 

Означення. Різниця Mk – mk називається коливанням функції f(x) на 
відрізку [xk, xk+1] і позначається k. 

З урахуванням означення нерівність (21) можна переписати так: 

.
1

0






n

k
kk x  (22) 

6. Інтегровність неперервної функції 

Теорема 2.11. Функція, неперервна на відрізку [a, b], інтегровна на 
цьому відрізку. 

Доведення. Візьмемо довільне  < 0. За властивістю рівномірної непе-
рервності знайдеться таке розбиття Т відрізка [a, b], що для всіх відрізків 

розбиття виконуватиметься нерівність 
ab

k



 . Тоді  

.)(
1

0

1

0










 









ab
ab

x
ab
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n

k
kk

n

k
k  

Згідно з (22) це означає інтегровність функції на відрізку [a, b]. 

7. Основна формула інтегрального числення.  
Виведення 

Відомо, що для неперервної на проміжку [a, b] функції f(x) інтеграл 


x

a

dttfx )()(  

є первісною. Якщо F(x) — будь-яка первісна для f(x) функція, то 

.)()( CxFx   

Сталу С можна визначити, узявши х = а або Ф(а) = 0. Дістанемо 

0 = Ф(а) = F(x) + С, звідси С = – F(x). 

Остаточно,  

Ф(х) = F(x) – F(а). 

Зокрема, при х = b маємо: 
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),()()()( aFbFdxxfb
b

a

   

або 

  
b

a

b

a
aFbFxFdxxf )()()()( , де ).()( xfxF   (23) 

Наведена залежність називається формулою Ньютона—Лейбніца 
і є основною формулою інтегрального числення. 

За допомогою формули (23) встановлюється зв’язок між теоре-
мами про середнє в диференціальному та інтегральному численні. 

 

 

1. .coscoscossin baxxdx
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8. Формули зведення.  
формула інтегрування частинами 

Основна формула інтегрального числення може в деяких випадках ві-
дразу давати значення визначеного інтеграла. Проте за її допомогою різ-
ні формули зведення в теорії невизначених інтегралів перетворюються 
на аналогічні формули вже у визначених інтегралах, що дозволяє обчис-
лення одного інтеграла зводити до обчислення іншого простішого інтег-
рала. 

 

Загальна форма формул зведення має вигляд: 

 .)()()(  dxxgxdxxf   (24) 

Якщо областю застосування такої формули є проміжок [a, b], то маємо 
формулу 

Приклад
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.неперервні—   і  функції де

,)()()(

gf

dxxgxdxxf
b

a

b

a

b

a 
 (25) 

● Справді, позначимо  

 g(x)dx = Ф(х). 

Тоді за основною формулою (24) дістанемо: 

  .)()()()()(
b

a

b

a

b
a

b

a

xxxxdxxf   

Але 

,)()(
b

a

b

a

xdxxg   

тому приходимо до формули (25). 

Зокрема, формула інтегрування частинами набирає вигляду: 

, 
b

a

b

a

b

a

vduuvudu  (26) 

а узагальнена формула подається так: 

  .)1()1(... )1(1)()1()()1( vdxuvuvuuvdxuv
b

a

nnb

a

nnnn
b

a

n


   

Формула (25) встановлює співвідношення між числами, і вона 
простіша за формулу (24), яка встановлює відповідності між 
функціями. 

Обчислити інтеграл .sin
2

0





 xdxI n
n  

● За формулою (26) маємо: 
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Звідси дістаємо рекурентну формулу: 

,)1()1( 2 nnn InInI    

або 

.
1

2


 nn I

n

n
I  (27) 

За допомогою формули (27) інтеграл In послідовно зводиться до інтеграла І0 
або І1. 

Якщо n — парний степінь (n = 2k), то 

224)22(2

13)32)(12(
sin
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Якщо n — непарний степінь (n = 2k + 1), то 

13)12)(12(
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Отже, 













 



.непарне—      якщо,
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cossin
2

0
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n

n

n
n
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xdxxdx nn
 (28) 

9. Формула заміни змінної у визначеному інтегралі 

Основна формула інтегрального числення дає змогу встановити пра-
вило заміни змінної у визначеному інтегралі. 
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Нехай потрібно обчислити інтеграл 
b

a

dxxf )( , де f(x) — непе- 

рервна на проміжку [a, b] функція. Візьмемо х = (t) і вважатимемо, що 
функція (t) задовольняє умови: 

1) (t) визначена і неперервна в деякому проміжку [; ]; 
2) (t)  [а, b], коли t  [, ]; 
3) () = а, () = b; 
4) існує неперервна похідна (t), t  [, ]. 
Тоді справджується формула 

.)())(()(  




b

a

dtttfdxxf  (29) 

● Справді, припустимо, що підінтегральні функції неперервні, тому 

існують не лише визначені інтеграли 
b

a

dxxf )(  і dtttf )())(( 




, а й відпові-

дні їм невизначені, і в обох випадках для обчислення можна застосувати 
основну формулу. 

Якщо F(x) — первісна для функції f(x), то F((t)) — первісна для фун-
кції f((t))(t). Тому одночасно маємо: 

   aFbFdxxf
b

a

 )(   

і 

             aFbFFFdtttf 




)())(( , 

що доводить формулу (29). 

 

Важлива особливість формули (29): при обчисленні невизначеного 
інтеграла за допомогою заміни змінної, дістаючи шукану функцію, що 
виражена через t, ми обов’язково повертаємося до старої змінної x, але 
в разі визначеного інтеграла в цьому потреби немає. Якщо обчислено 
другий із визначених інтегралів, який є числом, то це означає, що обчис-
лено і перший. 
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Обчислити інтеграл 
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10. Обчислення визначених інтегралів  
за допомогою властивостей підінтегральних функцій 

Істотні спрощення обчислення визначених інтегралів можливі в ра-
зі парних, непарних, періодичних підінтегральних  
функцій. 

1. Якщо f(x) — парна функція, то  

.)(2)(
0

 



a

a

a

dxxfdxxf  

 

2. Якщо f(x) — непарна функція, то 
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3. Якщо f(x) — періодична з періодом Т функція, то 
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Знайти 
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11. Геометричне застосування  

визначеного інтеграла 

1. Обчислення площі фігури  
у прямокутних координатах 

1. Якщо на відрізку [a, b] функція f(x)  0, то площа криволінійної 
трапеції, обмеженої кривою у = f(x), віссю Ох і прямими х = а і х = b, по-
дається так: 

.)(
b

a

dxxfS  (30) 

0          a                   b    х

y
y = f (х)

Рис. 2.8  
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2. Якщо потрібно обчислити площу фігури, обмеженої кривими 
у = f1(x), у = f2(x) (f1(x)  f2(x)) ординатами х = а і х = b, то 

  .)()()()( 2121 dxxfxfdxxfdxxfS
b

a

b

a

b

a

    (31) 

0    а                        b    х

y
y = f  1 (х )

y = f  2 (х )

 

Рис. 2.9 

Обчислити площу фігури, обмеженої кривими 4 xy   і .4xy   

● Знаходимо точки перетину кривих: 

,1644 xxxx   

отже, 

.1,0 21  xx  

0      1                        х

y y = х
4

y = х
4

 

Рис. 2.10 

Звідси за формулою (31) 
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3.  Якщо криву задано рівняннями в параметричній формі 

 )(tx    і  )(ty  ,   t ,  
,)(

,)(

b

a




  (32) 

то площа криволінійної фігури обчислюється за формулою 

.)()(




 dtttS  (33) 

● Cправді, нехай рівняння (32) визначають деяку функцію у = f(x) на 
відрізку [a, b]. Тоді площа криволінійної трапеції може бути обчислена за 
формулою: 
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Рис. 2.11 

Обчислити площу фігури, обмеженої віссю х і однією аркою 
циклоїди х = 5(t – sint), y = 5(1 – сost). 

● За формулою (33) маємо: 
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2. Довжина дуги кривої 

1.  Довжина дуги кривої у прямокутних координатах. Нехай у прямо-
кутних координатах на площині задано криву рівнянням у = f(x), де f(x) і 
f  (x) — неперервні на відрізку [a, b] функції. 

Знайдемо довжину дуги АВ цієї кривої, що міститься між вертикаль-
ними прямими х = a i x = b (рис. 2.12). 

0    а   х        b     хі – 2 х хі – і1

y

y і

lі

х і

А

А і – 2

А іА і – 1 В

 

Рис. 2.12 
 
Нагадаємо означення довжини дуги кривої. 
Візьмемо на дузі АВ точки А, А1, А2, …, В з абсцисами а = x0, x1, x2, …, 

xn = b і проведемо хорди АА1, А1А2, …, Аn–1B, довжини яких позначимо 
відповідно l1, l2, …ln. Тоді дістанемо ламану АА1А2 … Аn–1B, вписану 

в другу АВ. Довжина ламаної дорівнює 



n

i
in ll

1

. 

Означення. Довжиною l дуги АВ називається границя, до якої прямує 
довжина вписаної в цю дугу ламаної, коли довжина її найбільшої ланки 
прямує до нуля: 

.lim
10max




n

i
i

s
sl

i

 (34) 

Довжина дуги кривої обчислюється за формулою: 

.)](́[1 2
 
b

a

dxxfl  (35) 

● Доведемо формулу (35). Позначимо уі = f(xi) – f(xi–1). Тоді 

.1)()(

2

22
i

i

i
iii x

x

y
yxl 












  

За теоремою Лагранжа про середнє значення маємо: 
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Отже, 

.))(́(1 2
iii xfl   

Таким чином, довжина вписаної в дугу ламаної набирає вигляду: 
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За умовою f  (x) — неперервна, тому функція 2)]([1 xf   також 
неперервна. Отже, існує границя інтегральної суми, яка дорівнює визначе-
ному інтегралу: 
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Обчислити довжину півкубічної параболи 2
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)1(  xy , 
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● За формулою (35) маємо: 
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3. довжина дуги кривої заданої  
в параметричній формі: 

)(tx  , )()(  tty , (36) 

де (t), (t) —функції, неперервні разом зі своїми першими похідними, 
причому (t)  0, t  [; ]. У цьому разі рівняння (36) визначають деяку 
функцію у = f(х) — неперервну і таку, що має неперервну похідну: 

Приклад
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t
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 . 

Нехай а = (), b = (). Тоді, виконавши в інтегралі (35) підстановку 
х = (t), dx = (t)dx, дістанемо: 

dtt
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  (37) 

Обчислити довжину дуги астроїди  

 х = 5cos3t,   y = 5sin3t. 

● Ця крива симетрична відносно обох координатних осей, тому обчислюємо 
спочатку довжину її четвертої частини, розміщеної в першій чверті: 

.cossin15

,sincos15
2

2

tty

ttx

t

t




 

Параметр t змінюватиметься від 0 до 
2


. 

Отже, 

  

 
2

0

2

0

222424 sincos15cossin225sincos225
4

1
dtttdtttttl  






2

0

2

0

2

0 2

2sin
15cossin15cossin15

t
tdttdtt .

2

15
 

Зауваження. У разі просторової кривої, заданої параме- 
тричними рівняннями 

 )(tx  , )(ty  , )(tz   

довжина дуги обчислюється за формулою: 

.)]([)]([)]([ 222





 dttttl  

4. Довжина дуги кривої  
в полярних координатах 

Приклад
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Нехай маємо рівняння кривої 

  = f(), (38) 

де  — полярний радіус;  — полярний кут. 
Запишемо формули переходу від полярних координат до декартових: 

х = сos, y = sin. Підставивши замість  вираз його через  згідно з 
(38), дістанемо рівняння 

х = f()сos,   y = f()sin. 

Ці рівняння можна розглядати як параметричні рівняння кривої, і для 
обчислення довжини дуги застосувати формулу (37). Для цього знайдемо 
похідні від х і у за параметром : 




sin)(cos)(́ ff
d

dx
; 




cos)(sin)(́ ff
d

dy
. 

Тоді 

.)]([)](́[ 2222
22






















ff

d

dy

d

dx
 

Отже, 

.
0

22





 dl  

Знайти довжину кардіоїди )cos1(  a  (рис. 2.13). 

 

0              х




у

 

Рис. 2.13 

● Змінюючи полярний кут  від 0 до , дістаємо половину шуканої довжини. 
Оскільки  sina , маємо: 

Приклад
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5. Обчислення об’єму тіла за площами паралельних перерізів 

Нехай маємо деяке тіло Т. Припустимо, що відома площа будь-якого 
його перерізу площиною, перпендикулярною до осі х (рис. 2.14). Ця 
площа залежатиме від положення площі перерізу, тобто буде функцією 
від х: 

Q = Q(x). 

Т
Q ( )x i

a bх і–1
х і x  

Рис. 2.14 

Вважаючи, що Q(x) є неперервна функція від х, визначимо об’єм да-
ного тіла. Проведемо площини х = х0 = a, x = x1, x = x2, …, xn = b. Ці пло-
щини розбивають тіло на шари. 

У кожному окремому проміжку xі–1  x  xі візьмемо довільну точку і 
і для кожного значення і = 1, 2, …, n побудуємо циліндричне тіло, твірна 
якого паралельна осі х, а напрямна являє собою контур перерізу тіла Т 
площиною х = і. Об’єм такого елементарного циліндра з площею основи 
Q(і) (xі–1  x  xі) і висотою xі дорівнює Q(і)xі. Об’єм усіх циліндрів 
буде 

.)(
1





n

i
iin xQV  

Границя цієї суми при max xі  0 (якщо вона існує) називається 
об’ємом даного тіла: 

.)(lim
10max




n

i
ii

x
xQV

i

 (39) 

Сума Vn є інтегральною сумою для неперервної функції Q(х) на 
відрізку а  x  b, границя (39) існує і виражається визначеним інтегра-
лом: 



 66 

.)(
b

a

dxxQV  (40) 

6. Об’єм тіла обертання 

Розглянемо тіло, утворене обертанням навколо осі х криволінійної 
трапеції аАВb, обмеженої кривою у = f(х), віссю х і прямими х = а, х = b. 

У цьому разі довільний переріз тіла площиною, перпендикулярною до 

осі абсцис, є коло, площа якого   .)(
22 xfyQ   

Застосовуючи (40), дістаємо формулу для обчислення об’єму тіла 
обертання: 

  .)(
22 dxxfdxyV

b

a

b

a

   (41) 

Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням лінії  

 
















a

x

a

x

ee
a

y
2

  

навколо осі Ох на проміжку від 0 до b (рис. 2.15). 
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Рис. 2.15 
● За формулою (41) маємо: 

Приклад
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7. Площа поверхні тіла обертання 

Нехай задано поверхню, утворену обертанням кривої у = f(х) навколо 
осі х. Визначимо площу цієї поверхні на проміжку а  x  b. Функції f(х), 
f (х) неперервні, якщо х  [a; b]. 

Проведемо хорди АМ1, М1М2, …, Мn-1B, довжини яких позначимо l1,  
l2, …, ln (рис. 2.16). 

 

у

А

М 1

М і–1

М і
В

 
 

Рис. 2.16 

 
Кожна хорда завдовжки ),...,2,1( nil

i
  під час обертання описує зріза-

ний конус, площа поверхні якого така: 

.
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2 1
i

ii
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y
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Застосовуючи теорему Лагранжа, маємо  
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Отже, 

,)(1 2
iii xfl   

.)(1
2

2 21
ii

ii
i xf

yy
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Площа поверхні, описаної ламаною, подається у вигляді 

,)(1
2

2 2

1

1
ii

n

i

ii
n xf

yy
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або 

   .)(1)()( 2

1
1 ii

n

i
iin xfxfxfS  


  (42) 

Означення. Границя суми (42), коли найбільша ланка ламаної lі пря-
мує до нуля, називається площею поверхні обертання. 

Сума (42) за своєю побудовою не є інтегральною сумою для функції 

 .)(1)(2 2 xfxf   (43) 

Але можна довести, що границя суми (42) дорівнює границі інтегральної 
суми для функції (43): 

 

,)(1)(2lim

)(1)()(lim

1

2

0max

2

1
1

0max
поверхні

i

n

i
ii

x

ii

n

i
ii

x

xff

xfxfxfS

i

i















 

або 

.)]([1)(2 2

поверхні dxxfxfS
b

a

   (44) 

Визначити площу поверхні параболоїда, утвореного обертанням 
навколо осі х дуги параболи у2 = 2рх, 0  х  а. 

x

p
xfpxxf

2

2
)(,2)(  . 

 
 
● За формулою (44) маємо: 
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12. Формула Валліса 

Припускаючи, що 
2

0


 x , дістаємо нерівності: 

xxx
nnn 12212

sinsinsin


 . 

Інтегруючи ці нерівності у проміжку від 0 до 
2


, маємо: 

.sinsinsin
2

0

2
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12
2

0

212
 

 





  xdxxxdx nnn  

Звідси згідно з формулою (28) знаходимо: 
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Різниця між двома крайніми виразами 
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прямує до 0 при n  + , тому 
2


 є їхньою спільною границею. 

212

1

!)!12(
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 nn
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n
. 

Це є формула Валліса. 
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ТЕМА 3. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ  

1. Інтеграли з нескінченними  
межами інтегрування 1-го роду 

Нехай функція f(x) визначена на проміжку [a; + ) та інтегровна в 

будь-якій скінченній його частині [a; A], так що інтеграл 
A

a

dxxf )(  має 

зміст при будь-якому А > a. 

Означення. Границя інтеграла 
A

a

dxxf )(  (скінченна або нескінченна) 

при А  +  називається невласним інтегралом 1-го роду від функції 
f(x). 

Позначення. 

.)(lim)( 





a

A

aA
dxxfdxxf  (1) 

Геометрична інтерпретація. 

Нехай задано невід’ємну функцію у = f(x), неперервну на промені [a; 

+ ). Для кожного b > a визначений інтеграл dxxf
b

a

 )(  задає площу кри-

волінійної трапеції аАВb. 

Перемістивши відрізок Вb праворуч, дістанемо замість значення не-

власного інтеграла 


a

dxxf )(  площу «трикутника» Аа (рис. 2.20). 

0     а                              b     х

y

А 

В 

 
Рис. 2.20 
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Дослідити збіжність інтеграла 





a

a
x

dx
)0(  залежно від парамет-

ра . 
● Скориставшись означенням (52), розглянемо два випадки. 

1. 1 : 













































 

1. якщо,
1

;1  якщо,

11
lim

1
limlim

1

111

a

aAx

x

dx

x

dx

A

A

a
A

A

aAa

 

2. 1 : 

  




 aA
x

dx

x

dx

A

A

aAa

lnlnlimlim . 

Отже, 












 1. якщорозбіжний,

;1  якщо,збіжний

a x

dx
 

Якщо границя 


A

aA
dxxf )(lim  існує і скінченна, то невласний інтеграл 

збіжний. У противному разі — розбіжний. 

Аналогічно, за означенням (52) можна розглядати невласний інтеграл 
з нескінченною нижньою межею: 

.)(lim)( 
 


A A

aa
dxxfdxxf  (2) 

Можна також розглядати невласний інтеграл на проміжку (– ; ): 

).;(

,)()()(



  


 



c

dxxfdxxfdxxf
c

c  (3) 

Можна показати, що права частина (3) не залежить від вибору проміжної 
точки с. 

Приклад
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Дослідити збіжність інтеграла 

 



0

)0(sin bbxdx . (4) 

● За означенням (52) маємо: 





























b
bA

b
bx

b
bxbxdx

A

A

A

A

A

1
cos

1
limcos

1
limsinlimsin

000

. 

Границя 










bA

bA
cos

1
lim  не існує, тому інтеграл (4) розбіжний. 

Нехай r — відсоткова ставка, а R(t) — відповідна рента, отри-
мувана від земельної ділянки. Тоді знаходження дисконтованої 

вартості приводить до формули: 

.)(
0




 dtetR rt  (5) 

Візьмемо R(t) = 5e–0,5t (млн грн / рік), r = 12%. 
За формулою (56): 

рн).г млн(06,8
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e
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Можна порівняти цю вартість з вартістю ділянки в даний момент, яка стано-
вить R(0) = 5e–0,70 = 5 (млн грн.). 

Якщо функція f(x) додатна, то інтеграл 

 
A

a

dxxfA )()(  (6) 

являє собою монотонно зростаючу функцію від змінної А. Питання про існуван-
ня скінченної границі при А   розв’язується за допомогою поданих далі (без 
доведення) теорем. 

Теорема. 2.12. Для збіжності невласного інтеграла (3) необхідно і 
достатньо, щоб інтеграл (57) зі зростанням А залишався обмеженим 
зверху: 

).const()(  LLdxxf
A

a

 

Теорема 2.13. Якщо хоча б при х  А виконується нерівність 

Приклад

Задача
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)()( xgxf  , 

то зі збіжності інтеграла 


a

dxxg )(  випливає збіжність інтеграла 




a

dxxf )(  або з розбіжності 


a

dxxf )(  випливає розбіжність інтеграла 

.)(


a

dxxg  

Теорема 2.14. Якщо існує границя  

 ),0(
)(

)(
lim 


KK

xg

xf

x
 (7) 

то зі збіжності інтеграла 


a

dxxg )(  при K < + випливає збіжність інте-

грала 


a

dxxf )( , а з розбіжності першого інтеграла випливає 

розбіжність другого. 

Теорема 2.15. (Коші.) Нехай для достатньо великих х функція f(x) 
має вигляд 

.)0(
)(

)( 





x

x
xf  

Тоді: 1) якщо  > 1 і (х)  с, то інтеграл  


a

dxxf  збігається; 

2) якщо 1  і   0 cx  то цей інтеграл розбіжний. 

Теорема 2.16. Якщо збіжним є інтеграл ,)(


a

dxxf  то збіжний і інте-

грал .)(


a

dxxf  

Означення. Якщо одночасно з інтегралом 


a

xf )(  збігається інтеграл 




a

dxxf )( , то інтеграл 


a

dxxf )(  називається абсолютно збіжним, а функція 

f(x) — абсолютно інтегровною на проміжку [a; ). 

Теорема 2.17. (Ознака Абеля.) Нехай функції f(x) і g(x) визначені на 
проміжку [a; ), причому: 
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1) функція f(x) інтегровна на цьому проміжку, так що інтеграл 
(52) збігається; 

2) функція g(x) монотонна і обмежена: 

)const()(  LLxg . 

Тоді інтеграл  

 


a

dxxgxf )()(  (8) 

збіжний. 

Теорема 2.18. (Ознака Діріхле.) Нехай виконуються такі умови: 
1) функція f(x) інтегровна на будь-якому проміжку [а, А] і інтеграл 

(57) обмежений: 

)const()(  KKdxxf
A

a

; 

2) функція g(x) монотонно прямує до 0 при х  : 

0)(lim 


xg
x

. 

Тоді інтеграл (59) збіжний. 

Дослідити збіжність інтегралів. 

1. .)0(
sin

2



a

adx
x

x
 

2. ).0(
arctg

3




adx
x

x

a

 

3. .)0,(cos
0




  axdxex ax
 

● 1. За ознакою Діріхле візьмемо 

,sin)( xxf    .
1

)(
2x

xg   

Умови 1 і 2 виконано, оскільки 2coscossin  Aaxdx
A

a

 і функція 
2

1

x
 

монотонно спадає, прямуючи до 0 при х  . 
Тому інтеграл збіжний. 
2. За ознакою Абеля візьмемо 

3

1
)(

x
xf  ,   xxg  arctg)(  . 

Приклад
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За умовою 1 інтеграл 


a

dx
x 3

1
 збіжний, за умовою 2 

2
arctg


x . 

Отже, інтеграл збіжний. 

3. За ознакою Абеля візьмемо  

axexxf )( ,  xxg cos)(  . 

Інтеграл 




a

ex
dxex  збіжний, 1cos x , тому розглядуваний інтеграл 

збіжний. 

2. Невласні інтеграли 2-го роду:  
інтеграли від необмежених функцій 

Нехай функція у = f(x) визначена на проміжку [a; b). 

Означення. Точка х = b називається особливою точкою, якщо 
функція f(x) необмежена в будь-якому околі точки b. 

Означення. Границя інтеграла 
b

a

dxxf )(  при   +0 (скінченна або 

нескінченна) називається невласним інтегралом 2-го роду функції f(x) 
від а до b. 

Позначення: 

.)(lim)(
0






b

a

b

a

dxxfdxxf  (9) 

Якщо границя існує, то говорять, що невласний інтеграл (9) збіжний. 
Якщо границя не існує або нескінченна, то цей інтеграл розбіжний. 

Геометрична інтерпретація (рис. 2.21). 
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0      а                        b    х

y

 

Рис. 2.21 
 
Аналогічно, якщо х = а — особлива точка, то невласний інтеграл 

визначають так: 

.)(lim)(
0




b

a

b

a

dxxfdxxf  

Якщо х = с — єдина внутрішня особлива точка на проміжку (a; b), то 
вважають 

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

за умови, що обидва невласні інтеграли праворуч збіжні. 
Якщо особливих точок на відрізку [a; b] кілька, то його розбивають 

так, щоб у кожному проміжку розбиття була не більш ніж одна особлива 
точка, і користуються означенням (60). 

Нехай F(x) — первісна для функції f(x). Візьмемо 

)(lim)0(

),(lim)0(

0

0









bFbF

aFaF
 

(якщо ці границі існують). Тоді аналогом формули Ньютона—Лейбніца 
для збіжних інтегралів, в яких особливими є точки х = а і х = b, буде 
формула 

).0()0()(  aFbFdxxf
b

a

 

Дослідимо збіжність інтеграла 
Приклад
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 const.,0,
0

 
aa

x

dxa

 

● 1. 1 . Підінтегральна функція 



x

xf
1

)(  має одну особливу точку на 

проміжку інтегрування (0; a]: 































 

111
lim

1
limlim

111

0
0

1

0000

aax

x

dx

x

dx
a

aa

. 

Відповідь. Інтеграл збіжний. 

2. 1 . Підінтегральна функція 
x

xf
1

)(   має одну особливу точку на 

проміжку інтегрування (0; а]. Звідси випливає: 

)ln(lnlimlnlimlim
0000

0
00






 ax

x

dx

x

dx aaa

= + .  

Відповідь. Інтеграл розбіжний. 

3. Основні ознаки збіжності інтеграла 2-го роду 

1. Нехай f(x)  0. Тоді для збіжності невласного інтеграла (1) необ-
хідно і достатньо, щоб при всіх  > 0 виконувалась нерівність 





b

a

LLdxxf )const()( . 

2. Ознака Коші. Нехай для достатньо близьких до b значень х 
функція f(x) має вигляд 

)0(,
)(

)(
)( 





xb

xg
xf . 

Тоді: 1) якщо 1  і   cxg 0 , то інтеграл  
b

a

dxxf  збіжний; 

2) якщо   1 і g(x)  c > 0, то інтеграл 
b

a

dxxf )(  розбіжний. 

3. Якщо при х  b функція у = f(x) є нескінченно великою порядку 

 > 0 (порівняно з 
xb 

1
), то інтеграл 

b

a

dxxf )(  збіжний або розбіжний 

залежно від того, яка умова виконується:  < 1 або 
  1. 

Дослідити збіжність інтеграла: 

Приклад
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 1) 


1

0
4 41 x

dx
;  2) 

1

0 ln x

dx
. 

● 1. х = 1 — особлива точка. Підінтегральна функція 
4 41

1
)(

x
xf


  є нескін-

ченно великою порядку 
4

1 , оскільки  

44 3244 4 4

1

1

1

1

1
:

1

1





 xxxxx
,  коли х  1. 

Отже, інтеграл збіжний. 

2. х = 1 — особлива точка. Підінтегральна функція 
x

xf
ln

1
)(   є нескінченно 

великою порядку 1, оскільки 

1
1

ln


x

x
 при х  1.  

Отже, інтеграл розбіжний. 

Зауваження. Властивості невласних інтегралів аналогічні власти-
востям визначених інтегралів і випливають із них, а саме: інтегра-
ли є границею визначених, тому звичайно достатньо написати для 

цих останніх рівність або нерівність, що виражає потрібну властивість, і 
перейти до границі. 

2.2.16. ДЕЯКІ ОСОБЛИВІ ІНТЕГРАЛИ 

1. Інтеграл Ейлера 

.sinln
2

0





 xdxI  (10) 

●  



існування. його
чином  такимдовести і овизначеног до

звести можна інтеграл невласний
цей частинами нямIнтегруван

2

0

sinln xdxI  







2

0

2

0

2
0

ctg
sin

cos
sinln xdxxdx

x

x
xxx . 

Обчислимо інтеграл (61): 

!
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4
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або 

.2ln
2


I  

Зауваження. До інтеграла І зводяться також інтеграли 


2

0

ctg xdxx , 

.
arctg1

0

 dx
x

x
 

2. Інтеграл Ейлера—Пуассона 





0

.
2

dxeP x  (11) 

● Функція f(t) = (1 + t) e–t досягає свого найбільшого значення 1 при 
t = 0. 

Отже, 

(1 + t)e–t < 1  при  t > 0  і  t < 0. 

Беручи t = x2, дістаємо: 

1)1(
22  xex  і 1)1(

22  xex , 

!
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звідки 

 )1;0(,1
22   xex x ; (12) 

 .0,
1

1
2

2




 x
x

e x  (13) 

Підносячи вирази (12) і (13) до степеня з будь-яким натуральним по-
казником n, маємо: 

 )10()1(
22   xex nxn ; (14) 

 )0(
)1(

1
2

2




 x
x

e
n

nx . (15) 

Інтегруючи нерівність (14) на проміжку від 0 до 1, а нерівність (15) — 
від 0 до +, дістаємо: 

.
)1(

)1(
0 0

2

1

0

1
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2 22
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nxnxn
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dx
dxedxedxx  

Водночас виконуються такі співвідношення: 
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Звідси 
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n

n
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Підносячи до квадрата і перетворюючи вираз (16), дістаємо: 

.
2])!!22[(

)12(])!!32[(

12)12(])!!12[(

)!!2(

12

2

2

2
2

2

2
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n

n
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 (17) 

Із формули Вілліса 

)12(]!)!12[(

]!)!2[(
lim

2 2

2






 nn

n

n
 

випливає, що обидва крайні вирази у (68) при n   прямують до 
4


, то-

му 

4

2 
P   і  

2


P . 

Отже,  

.
20

2 



 dxe x  

3. Інтеграли Фруллані подаються у вигляді 

,)0,(
)()(

0







badx
x

bxfaxf
 

причому виконуються такі умови:  
1) f(x) визначена і неперервна при х  0; 
2) існує скінченна границя 

)(lim)( xff
x 

 . 

Можна довести, що: 

.ln)]()0([
)()(

0 a

b
ffdx

x

bxfaxf






 

Обчислити інтеграл 

 
 


0

arctgarctg
dx

x

bxax
. 
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● У цьому разі f(x) = arctg x, f(0) = 0, .
2

)(


f  

Отже, 

b

a
ln

2


 . 

ТЕМА 4. НАБЛИЖЕНЕ ОБЧИСЛЕННЯ  

ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ 

Якщо первісна підінтегральної функції відома, визначений інтеграл 
обчислюють за формулою Ньютона—Лейбніца. Але можлива ситуація, 
коли первісна або не подається у вигляді елементарної функції, або вираз 
для первісної складний. Тоді застосовують наближені формули обчис-
лення визначених інтегралів. 

Основна ідея побудови цих формул полягає в заміні підінтегральної 
функції на функцію простішого вигляду, наприклад многочлен, інтег-
рал від якого знаходять безпосередньо за формулою Ньютона—
Лейбніца. 

1. Формула прямокутників. Нехай потрібно обчислити визначений 

інтеграл ,)(
b

a

dxxf  де f(x) — функція, інтегровна на відрізку [a; b]. Ро-

зіб’ємо відрізок інтегрування на 2n частин: 

а = х0 < x1 < x2 < … < x2k < … < x2n–2 < x2n–1 < x2n = b. 

с d

у
С D

A

B

 
 

Рис. 2.17 
 

На кожному з відрізків [x2k–2; x2k] побудуємо прямокутник сСDd висо-
тою f(x2k – 1) (рис. 2.17). Площу криволінійної трапеції замінимо на суму 
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площ усіх таких прямокутників. Отже, визначений інтеграл наближено 
дорівнює такій сумі: 

)),(...)()((22)(

...2)(2)()(

123112

31

 



nn

b

a

xfxfxfhhxf

hxfhxfdxxf
  (1) 

де h — довжина відрізка розбиття,  

.2...,,,
2

2121 hxxhax
n

ab
h kk 


   

Формула (45) називається формулою прямокутників. 
Доведено, що похибка застосування формули (45) не перевищує 

.)(max

,
24

)(

],[

2

2

xfM

M
n

ab

bax







 (2) 

Звичайно обчислення закінчується, коли модуль різниці |S2n – Sn| стає 
меншим від заданої похибки. 

Обчислити з точністю до 0,001 інтеграл .
1

1

2




 dxe x
 

● Візьмемо ,)(
2xexf   a = – 1, b = 1, тоді 

n
h

1
 ; 

).(

,1,...,2,2

,0;1

1

1

01

iii

ii

xfSS

nihxx

Shx









  

Результати обчислень наведено в таблиці: 

n 2 4 8 16 32 64 128 

Sn 2 1,558 1,509 1,497 1,495 1,494 1,494 

З таблиці бачимо, що значення інтеграла із заданою точністю дістаємо на 6-
му кроці. 

2. Формула трапецій. Геометричні розрахунки приводять до іншої 
формули: формули трапеції. Замінимо задану криву вписаною в неї лама-
ною з вершинами в точках (хі, уі), де уі = f(xi). Тоді криволінійна трапеція 
заміниться фігурою, утвореною трапеціями. 

Приклад
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у

Рис. 2.18
 

Якщо проміжок [a, b] поділений на рівні частини, то площі 
відповідних трапецій будуть такі: 

.
2

...,,
2

,
2

12110 nn yy

n

abyy

n

abyy

n

ab    

Додаючи, дістаємо: 

....
2

)( 121
0

 










 

b

a
n

n yyy
yy

n

ab
dxxf   (3) 

Формула (3) називається формулою трапецій. 
Доведено, що похибка застосування формули (3) не перевищує 

).(max

,
12

)(

];[

2

3

xfM

M
n

ab

bax







 (4) 

Обчислити інтеграл 
2

1 x

dx
 з точністю до 0,001. 

● За формулою (4) маємо: 

26

1
,0

n
RR nn  . 

Візьмемо n = 10, тоді 

3
10 1071

600

1 R . 

 
 
 
Обчислення подамо таблицею: 
 

Приклад
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хі 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 

уі 0,9091 0,8333 0,7692 0,7143 0,7143 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0,5263 0,5000 

 
Отже, за формулою (3): 












 1877,6

2

5001

10

112

1

dx
x

  0,69377  . 

3. Формула Сімпсона. Щоб для обчислення визначеного інтеграла 
дістати наближену формулу вищої точності, ніж формули прямокутників 
і трапецій, вписуватимемо в дану криву замість прямолінійних відрізків 
відрізки параболи. 

0                 х

у

–h h

А

В

С

 

Рис. 2.19 

Можна довести, що площа S криволінійної трапеції, обмеженої пара-
болою у = ab2 + bx + c, яка проходить через точки  
А(– h; y1), B(0; y2), C(h; y3) (рис. 2.19), обчислюється формулою: 

 .4
3

321 yyy
h

S   (5) 

Розглянемо криволінійну трапецію, обмежену графіком функції 
у = f(x), і розіб’ємо відрізок інтегрування [a; b] на 2n рівних частин точ-
ками: 

а = х0 < x1 < x2 < … < x2k < … < x2n–2 < x2n–1 < x2n = b. 

Провівши через кожні три точки 

А0А1А2, … А2kA2k+1A2k, …, A2n–2A2n–1A2n 

параболу, дістанемо n криволінійних трапецій, обмежених згори парабо-
лами. За формулою (49) площа кожної такої частинної криволінійної 
трапеції, що спирається на відрізок [x2k, x2k+2], подається у вигляді 

)4(
6

)( 22122

22

2

 





kkk

x

x

yyy
n

ab
dxxf

k

k

, 
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де уk = f(xk), 0  k  2n. 
Додаючи почленно ці наближені рівності, дістаємо формулу: 

   



b

a
nnn yyyyyy

n

ab
dxxf .)...(4)...(2

6
)( 1212220  (6) 

Формула (6) називається формулою Сімпсона. 
Можна довести, що похибка формули ( 6 ) не перевищує 

 
.)(max,

2880

)( IV

;4

5

xfM
n

ab
M

bax



 (7) 

Обчислити інтеграл 
1

0

2

dxe x
 з точністю до 0,001. 

● За формулою (51) маємо: 

).3124(4,0 24IVIVIV 2

 xxeyyy x
 

Очевидно, що похідна у IV зростає при 0  х  1 і набуває найбільшо-
го значення при х = 1. 

Отже, 

.76
180

1
4

e
n

Rn   

Узявши n = 10, дістаємо 

.00012,0
10180

76
4





e
Rn  

Розрахунки наведемо в таблиці: 
 
Таблиця 2.3 

і 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

хі 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

уі 0 1,0101 1,0408 1,0942 1,1735 1,2840 1,433 1,6323 1,8965 2,2479 2,7183 

 

Тоді за формулою (6) маємо   .463,1
1

0

2

 dxe x
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Самостійна робота: Розв’язування індивідуальних завдань 

Невизначений інтеграл 

1. 
 

 
.

1

1
2

2





dx

xx

x
   2. .

43

dx
x

xx



  

3. .
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2cos
22
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x
   4. .

ln 4
xx
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5. .
sin5

cossin

2



dx

x

xx
   6. 
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91

3arccos
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dx

x

xx
  

7. .
cos

dx
x

x
    8. .

1


xe
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9. 
 

.
1


xx

dxx
   10. .arcsin xdx   

11. .
sin 2

x

xdx
   12.   .1ln 2

  dxx   

13.   .lnsin dxx    14.  
 .52 3 dxex x   

15. .
22

2
2

dx
xx

x





   16. 
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14

18
2





xx

dxx
  

17. .
4

8
3
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dx
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   18. .

1
23

3

dx
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19. 
 
  

.
321

332
2

2






xxx

dxxx
   20. .cossin 33 xdxx   

21. .cos5
 xdx    22. .sin 4 xdx   

23. .
cos7sin48


 xx

dx
   24. .3cos

3

4
cos xdxx    

25. .
cossin 44

xx

dx
   26. .

tgsin 22
 xx

dx
  

27. .ctg4
 xdx    28. .5cos2

 xdx   

29. 
 

.
22
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    30. 
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1
33

xx

dx
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Визначений інтеграл 

1.   .1
1

0

323
  dxee xx   2.  



1

0
xx

ee

dx
.   

3. 


1

0
2

2

4 x

dxx
.  4. 

 




2

0
32

4 x

dx
.   

5. 



4

0
2

cos x

dxx
.  6. 



3

1
2

15xxx

dx
.  

7. .sin
0




dxxe x  8. .
cos

sin4

0
3

dx
x

xx




  

9. .1arctg
16

1

  dxx    

10. Обчислити значення інтеграла 


1

0
2

1 x

dx
 за формулами прямокут-

ників та трапецій, розбивши проміжок інтегрування на 10 рівних частин. 

Обчислити площу фігури, обмеженої лініями. 

11. xxy 4
2
 , .4 xy   

12. 9
2
 xy , .12  xy   

13. .1
2

2

2

2


b

y

a

x
  

14. 
x

x
y

4

ln
 , .lnxy     

15. xy tg , .0,cos
3

2
 xxy    

Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням фігури, що обмежена 

лініями: 

16. 0,12  xxy  навколо осі Оу.  

17. 2,422  yyx  навколо осі Оу.  

18. 1,0,  xyxey x  навколо осі Ох.  

 

 

 

Невласні інтеграли 
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У задачах 1—13 обчислити невласні інтеграли (або встановити їх 

розбіжність). 

1. 


 
.

1

2
2x

xdx
 2. .

222


  xx

dx
  

3. .
12

2



xx

dx
 4. .sin

0




xdxx   

5. .
arctg

1
2



dx
x

x
 6. .

0

3 2

dxex x



  Відповідь. 
2

1
. 

7. 
 

.
1

22



 x

dx
 8. .

34

2

0
2

 xx

dx
  

9. .
1

2

1


x

xdx
 10. .ln

1

0

 xdxx   

У задачах 14—18 дослідити збіжність інтегралів. 

14. .
10

3


x

xdx
  

15. .
1

1
4

3


 

dx
x

x
  

16. .
1

arctg

0
3 4

dx
x

xx




  

17. .
10

4



x

xdx
  

18. .
12

22



xx

dx
  

 

Методичний програмовий засіб для контролю і корекції знань сту-

дентів з модуля «Інтегральне числення функції однієї змінної» 

І рівень 

Блок 1 

1. Знайдіть загальний вигляд первісної для функції f: 

а) f(x)=2– х4 .  
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a. ;
4

2
4

C
x

x   

b. 2x–
5

5x
+С; 

c. .
3

4
2

3

C
x

x   

Підказка 1. Використайте правила знаходження первісних. 

Підказка 2. Постійний множник можна винести за знак первісної. 

Підказка 3. Використаємо правила знаходження первісних. f(x) це сума 

двох функцій y=2 і y= –x4, тобто, можна скористатися правилом знаход-

ження первісних №1(первісна суми дорівнює сумі первісних), для 

функції у=2 первісною є у=2х, для того щоб обчислити первісну для 

функції у= –х4 необхідно скористатися правилом знаходження первісних 

№2(постійний множник можна винести за знак первісної), тобто можна 

винести -1, у функції у=х4 первісною є функція у=
5

5x
, звідси  у= –х4 має 

первісну у= –
5

5x
, а функція f(x) має первісну F(x)=2x–

5

5x
. 

Відповідь: F(x)=2x–
5

5x
+С.  

б)   f(x)= 
4)154(

1

x
.  

a. 
3)154(45

1

x
+С.           b. 

 
.

1544

1
3

С
x




            с.
3)154(45

1

x
 

Підказка 1. Якщо функція y=g(x) має первісну y=G(x) ,то функція 

y=g(tx+m) має первісну y=
t

1
G(tx+m) 

Підказка 2. Використаємо правило знаходження первісних №3 (якщо 

функція y=g(x) має первісну y=G(x) ,то функція y=g(tx+m) має первісну 
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y=
t

1
G(tx+m)), тобто, t= –15, m=4 , а g(x)=

4

1

x
, звідси  F(x)= 

33 )154(45

1
)

15

1
(

)154(3

1

xx 



 . Відповідь: F(x)= 

3)154(45

1

x
+С.  

2. Знайти невизначений інтеграл  

a)   dxx 233   

a. Cx  2

1

)23(3              b. 2

3

)23(
3

2
 x             с. Cx  2

3

)23(
3

2
 

Підказка 1. Використайте правила знаходження невизначеного інтеграла. 

Підказка 2. Використаємо правила знаходження невизначеного інтеграла: 

CxCxdxxdxx 


  2

3

2

3

)23(
3

2
)23(3

33

2
233233 . 

Відповідь: Cx  2

3

)23(
3

2
.  

3. Обчисліть інтеграли:  

a) 


2

1

4dxx . 

a. 
5

5x
     b.  

5

33
   c.  .

5

31
 

Підказка 1. Використайте формулу Ньютона–Лейбніца. 

Підказка 2. Використаємо формулу Ньютона–Лейбніца 

)()()( aFbFdxxf

b

a

 . 
5

33

5

1

5

32

5

2

1

52

1

4 




x

dxx . Відповідь: 
5

33
  

Перегляньте лекцію №3.п.3 

4. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями y=
4x , y=0, x=–1, x=1.  

a. 0,4;                        b.  2;                               с. .
2

1
 

Підказка 1. Фігурою є криволінійна трапеція. 
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Підказка 2.Фігура,що обмежена даними лініями є криволінійна трапеція і 

її площа дорівнює: 
5

2
)

5

1
(

5

1

5

1

1

51

1

4 




x

dxx  Відповідь: 0,4.  

Блок 2 Тест самоконтролю 

1. Чи є функція F первісною для функції f на вказаному проміжку: 

a) F(x)=3–sinx, f(x)=cosx, x(- ;  ); 

б) F(x)=5–
4x , f(x)= – 4

3x , x(- ;  ); 

в) F(x)=соsx–4, f(x)= – sinx, x(- ;  ); 

г) F(x)=3x+
2x , f(x)= 3

2

1
3


x
, x(0;  )? 

Відповідь: ні, так, так, ні. 

2.  Чи правильно обчислені інтеграли: 

 а)  

3

2

4

5

2
6)1( dxx ;   б) 




2

2

6)cos3(





dxx ; 

в) 6

2
cos

32

0 2

 dx
x



;    г) 
3

1
)12(

1

0

2  dxxx ;  

д)  

2

0

3 2)( dxxx ? 

Відповідь: ні, так, ні, так, так. 

3. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями y=sinx, y=0, x=0, x=. 

Відповідь:2. 

4. Чи правильні рівності:  

а) 
4

1
1

0

3  dxx ;     б) 
3

1
2

5

0

2  dxx ;  

в) xdxx 2

4

2

2  ;    г) 
2

45
)03(

2

5

2

5
5 22

0

33

0

2


x

dx  
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д)  

1

0 0

13
2

3

1
)01(

3

1

3

x
dxx ; е)  










4

1

2

2
2

3
)23( x

x
dxx ?  

Відповідь: а) так; б) ні; в) ні; г) ні; д) так; е) ні. 

 

Блок 3 Контрольний тест Варіант 1 

1. Знайдіть невизначений інтеграл : 

а)  










dx

x
3

14

2
;     б)  











dxx

x )1(sin

1
2

;  

в)  







 dx

x
2)

43
cos(


;    г)    dxxx 2)3(3 ; 

д)  







 dx

x
x 5

1
4

3

4
;    е)    dxx

4
43 .      

2. Обчислити інтеграли:  

а) 
3

0

2dxx ;      б) 
12

0

)6sin108(



dxx ;      в)  

2

1

3 )24( dxxx ;     г) 


0

3

3cos


xdx . 

3. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями:  

а) y=1– x3, y=0, x=0; 

б) y=sinx, y=0, x=/6, x=/3. 

 

Блок 3 Контрольний тест Варіант 2 

1. Знайдіть невизначений інтеграл : 

а)  









 dx

x
x

4

2
7 ;    б)  








 dxx

x2cos

1
; 

в)   dx
x

)
62

sin(


;     г)    dxxx cos)3(4 ;    

д)  







 dx

x
xx 1

1
35

4

25
;     е)   2)12( x

dx
.      
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 2. Обчислити інтеграли: 

а) 
3

1

2dx ; б) 
4

0

)2cos4(



dxx ;  в) 




1

1

3 )56( dxxx ;  г) 

dx
x

8

0

2 2cos

36



;    

3. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями:  

а) y= x4, y=1; 

б) y=2sinx, y=0, x=/6, x=/3. 

ІІ. рівень 

Блок 1  

1. Покажіть, що функції F1 (x)=tg2x, F2 (x)= 
x2cos

1
, F3 (x)= 

x

x
2cos

2cos
  є 

первісними функції f(x)= 
x

x
3cos

sin2
 на інтервалі (-/2; /2). Знайдіть 

первісну для функції f на інтервалі (-/2; /2), графік якої проходить че-

рез точку (0;10). 

4. Знайдіть площу фігури, обмеженою параболою 2x–4x2 , лінією x=–2 і 

дотичною до даної параболи, проведеної через її точку з абсцисою x=0. 

5. В якому відношенні ділиться площа квадрата параболою, що прохо-

дить через дві його сусідні вершини і дотикається однією стороною в її 

середині? 

Блок 2 Контрольний тест  

Варіант 1 

1. Наведіть приклад обмеженої на інтервалі функції з необмеженою на 

цьому інтервалі первісною. 

2. Наведіть приклад функції f і її первісної F, заданих на R таких, що 

f(x)=2F(/2–2x).   
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3. Знайти площу фігури, обмеженої параболою x2– 4x+5 і дотичною до 

даної параболи, проведеної через її точки с абсцисами x=1 і x=3. 

4. Доведіть наступну формулу:   vduuvudv , де u, v –довільні 

функції, dv, du – похідні функції v и uвідповідно. 

5. Використовуючи вище доведену формулу знайти інтеграл  xdxx sin  

Блок 3 Контрольний тест Варіант 2 

1. Наведіть приклад обмеженої на R функції з обмеженою на R 

первісною. 

2.Наведіть приклад функції f і її первісної F, заданих на R таких, що 

F(x)=–f(/2–x).   

3. Знайти площу фігури, обмеженої параболою y=8x–2x2 , лінією x=0 і 

дотичною до даної параболи, проведеної через її вершину.  

4. Доведіть наступну формулу:   vduuvudv , де u, v –довільні 

функції, dv, du – похідні функції v и uвідповідно. 

5. Використовуючи вище доведену формулу знайти інтеграл  xdxx sin  
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