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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ФАЗОВЫХ
ПРЕВРАЩЕНИЙ НА ПРИМЕРЕ
ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА

ПОДГОРНЫЙ А.Р., СИДОРОВ М.В.,
ЯЛОВЕГА И.Г.

Рассматривается задача расчета температурного поля
в стержне при наличии фазовых превращений (одно-
мерная задача Стефана). На основании метода Галер-
кина для нестационарных задач строится численный
метод решения задачи Стефана. Эффективность чис-
ленного метода иллюстрируется серией вычислитель-
ных экспериментов.
Ключевые слова: одномерная задача Стефана, точ-
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Введение
Актуальность исследования. Моделирование про-
цессов тепломассопереноса, которые сопровожда-
ются изменением агрегатного состояния среды (на-
пример, её плавлением или затвердеванием), вызыва-
ет необходимость решения задачи Стефана. Кроме
того, интерес к задаче Стефана возникает при модели-
ровании переходов «жидкая фаза – пар» во влажном
материале. В частности, решение задачи Стефана име-
ет большое значение для строительства, поскольку ею
описывается значительное количество процессов,
реально происходящих в конструкциях здания во
время его эксплуатации [1].
Особенностью данной задачи является переменный
размер области, в которой исследуется температур-
ное поле. Это следствие того, что имеется подвижная
граница раздела фаз. Изучение поведения границы
раздела с течением времени и составляет основную
цель решения задачи. Отметим также, что физические
свойства среды при переходе через границу фазовых
превращений (в нашем случае это теплопроводность)
изменяются скачкообразно. Таким образом, задача
Стефана характеризуется существенной геометричес-
кой и физической нелинейностями, что крайне затруд-
няет её решение. Общие аналитические решения этой
задачи при произвольной форме области и различных
температурных режимах на границе не известны. Из-
вестны лишь некоторые частные решения в одномер-
ной задаче [1, 2, 5, 6].
В связи с этим разработка новых методов математи-
ческого моделирования и численного анализа задачи
Стефана является актуальной научной проблемой.
В данной работе рассмотрена проблема математичес-
кого моделирования и численного анализа фазовых
превращений на примере одномерной задачи Стефа-
на. Для решения задачи предлагается приближенный

аналитический метод на основе метода Галёркина, с
помощью которого были получены численные значе-
ния температурного поля и приближенное уравнение
границы фазового перехода.
Цель и задачи исследования. Целью настоящего ис-
следования является разработка математических ме-
тодов решения задачи математического моделирова-
ния и численного анализа фазовых превращений на
примере одномерной задачи Стефана.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
- сформулировать задачу компьютерного моделиро-
вания и численного анализа процесса фазовых пре-
вращений;
- разработать метод решения задачи расчета темпера-
турного поля при фазовых превращениях;
- разработать программный продукт, автоматизирую-
щий решение расчета температурного поля при фазо-
вых превращениях;
- провести вычислительные эксперименты для раз-
личных параметров модели;
- провести анализ адекватности полученного реше-
ния.
1. Постановка задачи
Фазовыми превращениями называют переход веще-
ства из одной фазы в другую при изменении состоя-
ния системы. При этом фаза – совокупность телесных
объектов, имеющих определенный химический со-
став и термодинамические свойства, отделена от дру-
гих фаз поверхностью раздела [1, 5]. Основной ха-
рактеристикой фазовых превращений является темпе-
ратура, при которой фазы находятся в состоянии
термодинамического равновесия (точка фазового
перехода).
Имеется классификация фазовых переходов, соглас-
но которой для фазовых переходов первого рода
характерно, что в точке фазового перехода наблюда-
ется выделение или поглощение тепла и изменение
объема.
С точки зрения изменения термодинамических пара-
метров, к фазовым переходам первого рода относятся
те, которые характеризуются равенством удельных
энергий Гиббса (термодинамических потенциалов)
обеих фаз в точке фазового перехода, при том, что
первые производные энергии Гиббса по температуре
и давлению претерпевают скачкообразное изменение.
Стоит отметить, что в точке фазового перехода на
температурной зависимости энтропии удельного объе-
ма, а также энтальпии имеется разрыв. К таким про-
цессам относятся, например, превращение твердого
тела в жидкое (плавление) и обратный процесс (кри-
сталлизация), жидкого – в пар (испарение, кипение),
одной кристаллической модификации – в другую
(полиморфные превращения) и т.д. [5].
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К фазовым переходам второго рода относятся перехо-
ды, сопровождающиеся скачком вторых производ-
ных энергии Гиббса по функциям состояния в точке
превращения. К этому классу фазовых переходов
можем отнести процессы перехода нормального про-
водника в сверхпроводящее состояние, ферромагне-
тика – в парамагнетик т.д. [5].
Рассмотрим одномерную однофазную задачу Стефа-
на [1, 2, 5, 6].

Возьмем отрезок (0, L)Ω = , который точкой x (t)= ξ

(граница фазового перехода), (0) 0ξ >  разбивается на
две подобласти:

(t) {x | 0 x (t)}+Ω = < < ξ ,    (t) {x | (t) x L}−Ω = ξ < < .

Будем считать температуру фазового перехода равной
нулю ( u 0∗ = ), поэтому в твердой фазе, которая зани-

мает область −Ω , положим u(x, t) 0< , а в жидкой
(область +Ω ) – u(x, t) 0> . Для определения темпера-
туры в жидкой фазе рассмотрим уравнение теплопро-
водности (однородная среда)

2
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, x (t)+∈Ω , 0 x (t)< < ξ ,     (1)

а для определения температуры в твердой фазе рас-
сматривается уравнение теплопроводности вида (од-
нородная среда)

2

2
u u 0
t x

∂ ∂
β − =
∂ ∂

, x (t)−∈Ω , (t) t Lξ < ≤ .    (2)

Дополним уравнение (1) начальным условием:

0t 0u u 0= = < ,                        (3)

Пусть левый и правый концы поддерживаются при
заданной температуре:

1 cx 0u u= = ,    2 0x Lu u= = .              (4)

На границе фазового перехода выполнены следую-
щие условия:

1 2x 0 x 0u u=ξ− =ξ+= ,                   (5)

2 1

x 0 x 0

u u d
x x dt=ξ+ =ξ−

∂ ∂ ξ
δ − = γ
∂ ∂ .            (6)

Постоянная γ  связана с энтальпией фазового перехо-
да [5].
В сформулированных предположениях о граничных и
начальных условиях в однофазной задаче Стефана (1)
– (6) скорость движения границы фазового перехода

( n
dv
dt
ξ

= ) положительна, т.е. область жидкой фазы

постепенно расширяется. Монотонное возрастание

функции (t)ξ  следует из принципа максимума для
параболических уравнений [5].
2. Применение метода Галёркина
Для решения задачи (1) – (6) применим метод Галёр-
кина [7].
Сделаем в задаче (1) – (6) замену

u(x, t) (x) v(x, t)= ϕ + ,                  (7)

где v(x, t)  – новая неизвестная функция, а (x)ϕ  –
функция, удовлетворяющая условиям

cx 0 u=ϕ = ,  0x L u=ϕ = .

Можно, например, взять

c 0
c

u u
(x) u x

L
−

ϕ = + .

При таком выборе функции (x)ϕ  получим, что v(x, t)
является решением задачи
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Согласно методу Галеркина решение задачи (8) – (13)
будем искать в виде

n(n)
k k

k 1
v (x, t) c (t) (x)

=
= ϕ∑ ,               (14)

где kc (t) , k 1, ..., n=   , – неизвестные функции; k (x)ϕ ,
k 1, ..., n=   , – координатные функции.

В качестве координатных функций можно взять, на-
пример,

k k 1
2x(x) x(l x)P 1
l−

 ϕ = − − 
 

,  k 1, ..., n=   ,

где mP (z)  – полиномы Лежандра.

Подставив (14) в уравнения (8), (9), получим невязку

(n)
1 nR (x, t;c ,..., c ) =



47РИ, 2015, № 2

n n
k

k k k 2
k 1 k 1

n n
k

k k k 2
k 1 k 1

c (t) c (t) , 0 x (t);
x

c (t) c (t) , (t) x L.
x

= =

= =

 ∂ϕ
ϕ − < < ξ

∂= 
∂ϕβ ϕ − ξ < < ∂

∑ ∑

∑ ∑





  

  
  (15)

Функции 1 nc (t), ..., c (t)   найдем из условия ортого-
нальности невязки (15) функциям 1 n(x), ..., (x)ϕ ϕ  :

( )(n)
1 n j L (0, L)2

R (x, t; c , ..., c ), (x) 0ϕ =
 

      ,     (16)

j 1, ..., n=   .

После преобразований (16) примет вид

n n
k kj k kj

k 1 k 1
c (t)a (t) c (t)b 0

= =
+ =∑ ∑ ,         (17)

j 1, ..., n=   , где обозначено

(t) L
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0 (t)
a (t) dx dx
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= ϕ ϕ +β ϕ ϕ∫ ∫ ,

2L
k
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0
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x

∂ ϕ
= − ϕ

∂
∫ ,  k, j 1, ..., n=   .

Подставив (14) в начальное условие, получим невяз-
ку

( ) n(n) 0 0 0
1 n k k 0

k 1
r x; c , ..., c c (u )

=
= ϕ − −ϕ∑   .     (18)

Числа 0 0
1 nc , ..., c   найдем из условия ортогональности

невязки (18) функциям 1 n(x), ..., (x)ϕ ϕ  :

( )( )(n) 0 0
1 n j

L (0, )2
r x; c , ..., c , 0ϕ =

 L
     ,       (19)

j 1, ..., n=   .

Итак, начальные условия 0
k kc (0) c= , k 1, ..., n=   , для

(17) получим, решив систему линейных алгебраичес-
ких уравнений, которая получается из условий (19):

n 0
k kj j

k 1
c g h

=
=∑ , j 1, ..., n=   ,           (20)

где обозначено
L

kj k j
0

g dx= ϕ ϕ∫ ,

L
j 0 j

0
h (u ) dx= −ϕ ϕ∫ , k, j 1, ..., n=   .

Известно, что для задачи Стефана на полупрямой
фронт фазового перехода распространяется по закону

(t) tξ = α  [6]. В нашей задаче зависимость (t)ξ
будем искать именно в таком виде. Для нахождения
параметра α  была использована аппроксимация ме-
тодом наименьших квадратов на основании условий
(12), (13) и полученного приближенного по методу
Галёркина решения.
3. Вычислительный эксперимент
Вычислительный эксперимент был проведен на про-
межутке 0 x l< <  ( L 1= ), который, в свою очередь,
был разделен на две подобласти 0 x (t)< < ξ  и

(t) x lξ < <  границей фазового перехода.

Были выбраны следующие значения параметров в
задаче (1) – (6):

0,125β = ,  75,909γ = ,  4δ = ,  0u 1= − ,  cu 1= ,

что соответствует переходу воды из твердого состоя-
ния в жидкое.

На рисунке приведен график зависимости x (t)= ξ .
Было получено значение 0,0263α = . Отметим, что
точному решению задачи Стефана на полупрямой при
числовых данных эксперимента соответствует значе-
ние 0,0258α = .

Полученные результаты были доложены на XVIII и
XIX Международных молодежных форумах «Радио-
электроника и молодежь в XXІ веке» (Харьков, ХНУ-
РЭ, 14 – 16 апреля 2014 и 20 – 22 апреля 2015),
Международной научной конференции «XL Гагарин-
ские чтения» (Москва, «МАТИ» – РГТУ им. К.Э.
Циолковского, 7– 11 апреля 2014), а также на 18-й
Всеукраїнській (Тринадцятій Міжнародній) сту-
дентській науковій конференції з прикладної матема-
тики та інформатики „СНКПМI-2015” (Львів, ЛНУ ім.
І.Франка, 22 – 23 апреля 2015) [3, 4, 8, 9].
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Выводы
Впервые предложен метод расчета температурного
поля при фазовых превращениях, основанный на при-
менении численно-аналитического метода Галёрки-
на, что позволило получить приближенное решение
задачи в аналитическом виде. В ходе выполнения
исследований также был разработан программный
продукт в пакете Mathematica 10, с помощью которо-
го проведен ряд вычислительных экспериментов.
Результаты работы могут найти применение в научных
исследованиях по физике, химии, биологии, а также
в медицине (задача криохирургии). Это и определяет
научную новизну и практическую значимость полу-
ченных результатов.
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